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第 一 章 敌阵 对 策 - 


1.1. 引 言 


对 策 论 是 运筹 学 的 一 个 重要 分 支 . 它 所 研究 的 典型 问题 是 两 
个 或 两 个 以 上 的 参加 者 〈 称 为 局 中 人 ) 在 某 种 对 抗 性 或 竞争 性 的 
场合 下 各 自作 出 决策 ， 使 自己 的 一 方 得 到 尽 可 能 最 有 利 的 结果 . 

为 了 对 对 策 论 的 问题 有 比较 直观 的 了 解 ， 我 们 首先 通过 几 个 
简单 的 实例 来 阐明 一 些 有 关 的 基本 概念 ， 

例 1. 配 钱币 游戏 ， 

两 个 参加 者 〈 称 为 局 中 人 工 和 2 ) 各 出 示 一 枚 钱币 ， 在 不 让 
对 方 看 见 的 情况 下 ， 将 钱币 放 在 桌 上 . 若 两 个 钱币 都 呈正 面 或 都 
时 反面 , 则 局 中 人 1 得 1 分 ,局 中 人 2 得 一 1 分 : 或 者 说 ,局 中 人 2? 
付 给 局 中 人 1 一 个 单位 . 若 两 个 钱币 一 正 一 反 , 则 局 中 人 1 和 2 分 
别 得 - 1 和 1 分 或 者 说 ， 局 中 人 1 输 给 局 中 人 2 一 个 单位 . 

我 们 可 以 用 一 个 方 阵 来 表示 这 些 结果 : 


局 中 人 2. 
| 1 | 2 (&) 
Bhi 1 CE ] 1 -1 
2 ( 反 ) | -1 ] 1 


我 们 说 ， 局 中 人 1 和 局 中 人 2 各 有 两 个 策略 .第 一 行 代表 局 
中 人 1 的 第 1 个 策略 ,表示 局 中 人 1 选择 出 示 钱 币 的 正面 ; 第 二 行 
是 他 的 第 2 个 策略 ， 表 示 选 择 反面 .第 一 列 是 局 中 人 2 的 第 1 个 
策略 ， 表 示 局 中 人 2 选择 正面 ， 第 2 列 是 他 的 第 2 个 策略 ， 表 示 


ee 1 。 


反面 . 

这 种 游戏 就 是 一 个 对 策 . 所 谓 对 策 , 简 路 地 说 ,就 是 一 组 规则 ， 
它 规定 了 整个 游戏 (或 党 赛 、 或 竞争 .或 斗争 ) 自始至终 所 应 遵循 的 
各 项 办 法 和 章程 ， 包 括 局 中 人 人、 策略 、 选 定 策略 后 的 结局 、 等 
等. 

上 面 这 个 玫 格 称 为 对 策 的 支付 矩阵 . 它 是 两 个 局 中 人 的 策略 
的 水 数 . 例如 ， 者 局 中 人 工 出 正面 〈 策 略 1) ,局 中 人 2 也 出 正面 
(策略 1)， 则 在 上 表 的 第 1 行 第 1 列 处 的 元 素 1 就 是 局 中 人 2 
付 给 局 中 人 1 的 数目 (例如 以 元 为 单位 ) ; 我 们 说 ， 局 中 人 1 
得 到 支付 1. 若 局 中 人 工 选择 策略 2 (反面 ) ， 局 中 入 2 选择 策 
略 1 (正面 ) ， 则 第 2 行 第 1 列 的 元 素 是 ~ 1， 表 示 局 中 人 1 工 得 到 
支付 一 工 . 这 就 是 说 ， 局 中 人 1 工 输 掉 工 个 单位 ! 换 名 话说， 局 中 
人 2 从 局 中 人 1 处 赢 进 一 个 单位 . 

例 2. “和 锤子、 剪刀 、 布 ”游戏 . 

无 论 中 外 ， 每 个 小 学 生 都 玩 过 这 种 游戏 . 逛 子 击败 剪刀 ， 剪 
刀 胜 布 ， 布 胜 锤子 . 这 里 也 是 两 个 局 中 人 ; 局 中 人 i 各 2 . 双方 
各 有 三 个 策略 ， 策 略 1 代表 出 锤子 ， 策 略 2 代表 出 前 妃 ， 策 略 8 
代表 出 布 ， 假定 胜 者 得 1 分 ， 负 者 得 - 1 分 ， 则 支付 矩阵 是 

局 中 人 2 


局 中 人 1 2 -1 0 1 
3 1 -1 0 
例 3.。 局 中 人 1 从 p= 0,1,2,3 四 个 数 中 选 出 一 个 数 ， 局 
中 人 2 在 不 知道 局 中 人 工 出 什么 数 的 情况 下 从 9= 6 ,1 ,2 三 个 


数 中 选 出 一 个 数 . 局 中 入 1 得 到 的 支付 〈 即 局 中 人 2 付 给 局 中 人 
1 的 数目 ) 由 支付 肖 数 


ss 2 »。 


P= pl(g~ DD)+g(g+D) 
即 
P=g’~p’+2pg 
决定 . 
这 是 一 个 二 人 人 对策， 局 中 人 1 有 四 个 策略 ， 局 中 人 2 有 三 个 
策略 . 支付 矩阵 不 难 算出 如 下 ， 


~ 
0 小 4 
1 一 工 7 
局 中 人 1 2 一 4 8 


s |-9 | -2 7 

在 以 上 几 个 例 于 里 ， 都 有 1， 名 两 个 局 中 人 ， 关 有 一 个 支 人 

阵 ， 每 个 局 中 人 有 若 于 个 策略 ; 局 中 人 1 的 策略 用 支付 矩阵 的 
行 数 来 表示 ， 局 中 人 2 的 策略 则 用 支付 窍 阵 的 列 数 来 表示 ， 每 个 
局 中 和 人选 定 一 个 策 栈 后， 就 有 一 个 对 应 的 支付 值 ， 这 个 支付 值 代 
表 局 中 入 2 应 当 付 给 局 中 人 1 的 数目 . 如 果 支 付 值 是 正 数 ， 局 中 
人 人工 从 局 中 人 2 处 得 到 的 是 正 的 值 ， 这 就 是 说 ， 局 中 人 工 从 局 中 
人 2 处 启 进 若干 个 单位 反之， 如 果 支 付 值 是 人 负数， 局 中 人 1 从 
局 中 人 3 处 得 到 的 是 负 的 值 ， 这 就 是 说 ， 局 中 人 1 失去 若干 个 单 
位 ， 这 若干 个 单位 锌 局 中 人 2 启 得 . 

我 们 现在 讨论 的 对 策 ， 局 中 人 1 得 到 的 支付 信 浴 是 局 中 人 2 
失去 的 值 . 这 种 对 策 叫 做 零 和 对 策 . 由 两 个 局 中 人 参加 的 零 和 对 策 
是 对 策 中 最 简单 的 一 种 ， 称 为 零 和 二 人 对 策 . 

如 果 局 中 人 的 数目 不 是 二 ,而 是 2, 则 对 策 称 为 6 人 对 策 。% 
对 策 又 可 分 为 韭 合 作对 策 (wn 这 2 ) 和 合作 对 策 (wn 二 2 ) ， 我们 首先 


3 。 


介绍 零 和 二 人 对 策 的 理论 . 本 章 专门 论述 堆 和 二 人 对 策 中 的 和 卸 降 
对 策 ， 就 是 局 中 人 1 和 2 策略 的 数目 都 为 有 限 的 零 和 对 策 . 


1.2. 矩阵 对 策 


设 局 中 人 1 有 zx 个 策略 i = 1 ，…，m; 局 中 人 二 有 2 个 策略 
?了 = 1， …， 多。 若 局 中 人 工 选 择 策略 ?， 局 中 人 2 选择 策略 7， 局 
中 人 1 从 局 中 人 2 得 到 的 支付 是 4a, ;， 则 支付 拢 阵 是 


Hil Hi2°° Hiln 
Hat A22°°" Man 
A= (&13) = [| 《1.1) 


\ ml dm2'"" ma | 


对 策 由 上 列 定 阵 完全 确定 ， 所 以 这 种 对 策 称 为 矩阵 对 策 ， 
在 这 种 对 策 里 ， 局 中 人 1 希望 支付 值 a, ; 越 大 越 好 ， 局 中 人 2 
则 希望 付出 的 c, ; 越 小 越 好 . 因此 ， 和 矩阵 对 策 完全 是 对 抗 性 的 。 
如 果 局 中 人 1 选择 他 的 第 1 个 策略 ， 即 i= 1， 则 他 至 少 可 以 
得 到 支付 


1 


一 般 地 ， 如 果 局 中 人 1 采用 他 的 第 i 个 策略 ， 则 他 至 少 可 以 得 
到 支付 


min di}. (1.2) 
1 


这 就 是 支付 矩阵 第 i 行 元 素 中 的 最 小 元 素 . 由 于 局 中 人 工 项 望 ay 
越 大 越 好 ， 因 此 ， 他 可 以 选择 ;使 (1.2) 为 最 大 ， 这 就 是 说 ， 局 
中 人 工 可 以 选择 *， 使 得 他 得 到 的 支付 不 少 于 


max mina,; (1.3) 
了 “ 


同样 ， 如 果 局 中 人 2 选择 他 的 第 1 个 策略 ， 即 7 = 1，, 则 他 
最 多 失去 〈( 输 掉 ) 


INax drii 
lof * 


i 


一 般 地 ， 如 果 局 中 人 2 采用 他 的 第 了 个 策略 ， 则 他 至 多 失 者 


max Qi; * (1 .4) 


这 是 支付 矩阵 第 7 列 的 最 大 元 素 . 由 于 局 中 入 2 希望 4;; 越 小 越 好 ， 
因此 ， 他 可 以 选择 7 使 (1.4) 为 最 小 ， 这 就 是 说 ， 局 中 人 2 可 以 
选择 7， 保 证 他 失去 的 不 大 于 


min max Ci )， (1.8) 
lejen 1 em 


也 可 以 说 ， 如 果 局 中 人 2 处 理 得 当 ， 局 中 人 1 得 到 的 支付 不 会 大 


于 (1.5) 中 的 值 . 
有 既然 局 中 人 工 可 以 选择 ?使 自己 至 少 可 以 得 到 


1nax min CT， 
1 < 宝 芍 712 1 宝安 好 


而 局 中 人 2 可 以 选择 7 使 局 中 人 1 最 多 只 能 得 到 


mn max 0A7 
1 和 多 并 mr 


那么 ， 这 两 个 值 之 间 有 什么 关系 没有 呢 ? 
我 们 来 看 看 上 一 市 中 的 三 个 例子 .在 例 1 中， 


max min ‘411= Inax( 一 1， 一 1) 三 一 1， | 
li<m 1<j<« 


min max C41 = min(l,1)=1. 
ij 1 


因此 ， 
max In 3 < min max gry. 
1 i 1 1 
在 例 2 中 ， 
max minae;=- -1<1= min Nax Giy. 
1 1 也 li li 
在 例 3 中 ， 
max min 11= max(0, ~1, -4, -9)=0， 
ld em le 
min maxa:i;= min(0,2,8)= 0. 
je le 
因此 ， 二 者 相等 ， 


由 此 可 见 ，max min ei; 和 min max 4i7 可 能 相等 ， 也 


li<n lei 
可 能 不 相等 .在 一 般 情形 ， 必 有 下 列 不 等 式 : 
max mina;jj min maxa;,j. (1.6) 
1m 1 ljen eit&m 
证 明 如 下 . 对 于 每 一 个 ;， 有 
nin a ;<A 7=1，…， 44 
1 了 
对 于 每 一 个 7， 有 
Ki i INAaAx Xi;s 2=1， “> 1 
li en 


min Qi < Max gi- 
1&i 人 nn i < 


上 式 左边 与 7 无关， 两 边 对 7 取 最 小 值 ， 得 到 


min ga;jymin maxaij;y, ?=1s °°, MI。 
1 了 li lc&i en : 


再 对 i 取景 大 值 ， 就 证 明了 (1.6) , 即 


max minaj min maxa,j;. 
区 1ien li 1&i 人 tm 


1.3. 鞍 后 
一 个 矩阵 对 策 ， 如 果 它 的 支付 矩阵 (44; 的 元 素 满足 


max minai;=v= min maxaij, (1.7) 
1<iSm 1&j<n 1<Sj<n 1<iSn 


则 称 这 个 值 z 为 对 策 的 值 ， 它 就 是 (1.3〉 和 (1.5) 的 共同 值 。 
上 节 例 3 中 的 对 策 具 有 值 z= 0 
当 (1.7) 式 成 立时 ， 必 有 一 个 信和 一 个 于， 使 


max mingaij;= mina,*; 
la em 1l&in li 


min maxa;;= maxa:;* 
le&jen lei em li Em 


INnaxuw ij* min 他 ;来 
1&i Sm Sj 


mr1 


max aiyx Maixnj# 之 Min ay#s 。 
工 委 er 


li em 
于 是 有 
max a 一 他 一 人 一 min ajx . 
I< iI* i 了 1 en *7 
因此 ， 对 于 一 切 ? 和 一 切 7， 有 


Cj7 可 Ri i (1.8) 

这 就 是 说 ， 如 果 局 中 人 1 选取 策略 访 ， 则 局 中 人 2 若 选 择 六 以 外 
的 策略 ， 支 付 值 不 可 能 小 于 wv， 如果 局 中 人 2 选取 策略 他， 则 局 
中 人 工 若 选择 党 以 外 的 策略 ， 支 付 值 不 可 能 大 于 v. 

我 们 称 计 和 六 分 别 是 局 中 入 1 和 2 的 最 优 策略 ， (i ，7*) 
是 对 策 的 一 个 鞍点 .我 们 也 称 2 = 乞 ，7 = 六 是 对 策 的 一 个 解 ， 

(1,8) 式 表 明 ， 在 鞍点 〈 坟 ,I*〉 处 ， 对 筑 的 支付 等 于 对 
策 的 值 .当局 中 人 1 坚守 他 的 最 优 策略 诗 时 ,局 中 人 2 若 偏 离 他 的 
最 优 策略 六 ， 只 能 使 局 中 人 1 得 到 的 支付 值 增 大 ,至少 不 会 减少 . 
当局 中 人 2 坚守 他 的 最 优 策 略 六 时 ， 局 中 人 人 1 车 偏离 他 的 最 优 策 
略 访 ， 只 能 使 支付 减少 ， 至 少 不 会 增 大 . 

容易 证 明 ， (1.8) 也 是 (1.7〉 的 充分 条 件 (参看 后 面 的 
1.7 节 ) .这 就 是 说 ， 如 果 对 策 有 鞍点 〈 人 和，7#)》 ， 则 (1.7) 成 立 ， 
Hajxj =7. 

一 个 矩阵 对 策 如 果 有 鞍点 ， 鞍 点 可 能 不 止 一 个 .但 是， 在 不 
同 的 逻 操 处 ， 支 付 值 都 相等 ， 部 等 于 对 沫 的 全 ， 

例 4. 对 策 的 支付 矩阵 是 


1 一 工 0 3 
A=| -2 -3 -1 -8 
2 2 3 4 . 


容易 验证 ， 元 素 4,, 和 a,, 所 在 的 位 置 (3,1) 和 (3,2) 都 是 
对 策 的 鞍点 ， 且 


Ms! = Has =V=2., 


矩阵 对 策 (ca ;) 如 果 有 鞭 点 〈 笠 ， 逢 ) ， 风 鞍点 很 容易 求 
出 来 .根据 较 点 的 定义 (1.8) ， 鞍 点 处 的 元 素 既 是 它 所 在 的 行 中 
的 暴 小 元 素 ， 又 是 它 所 在 的 列 中 的 最 大 元 素 . 

” 在 前 面 1.1 节 的 例 3 中 ， 江 =1， 六 = 1 是 对 策 的 鞠 点 .el =0 
色 是 第 1 行 中 的 最 小 元 素 , 又 是 第 1 列 中 的 最 大 元 素 . 在 本 节 的 例 4 
中 ，&s1 = aa = 2 都 是 第 3 行 的 最 小 元 素 ， 又 分 别 是 第 1 列 和 第 2 
列 的 最 大 元 素 . 

当 上 罕 阵 对 策 的 鞍点 不 止 一 个 时 ， 我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 1.1. 如 果 (i#, i#*)》 和 (i”,7*〉 都 是 矩阵 对 策 (41)) 
的 较 点 ， 则 (和 节 ，7) 和 (2°*， 闭 ) 也 都 是 它 的 鞍点 ， 且 在 鞍点 
处 的 值 都 相等 ， 即 


Aikj# Uiogo Aiwgo = Uiof% (1.9) 
证 明 . 因为 (2*, 站) 是 鞍点 ,所 以 
ji SR EA (1.10) 
对 一 切 i 和 一切? 成 立 . 又 因为 (i*?，7”*) 是 鞍点 ,所 以 
01 1o<0io1oN0ro 1 《1.11) 


对 一 切 ? 和 一 切 7 成立 . 

由 (1.10) 和 (1.11》 有 

Qixi A EA OCA kA 水 

这 就 证 明了 (1.9) . 

然后 ， 根 据 (1.9) 和 (1.10〉 ， (1.11) 可 知 ， 

L114 SC] 

对 一 切 iz 和 一 切 7 成 立 .因此 ， (人 江 ，7”) 是 鞍点 . 同 理 ， (2°, 7*) 
也 古 欧 点. 

这 个 定理 说 明了 具有 鞍点 的 矩阵 对 策 的 两 个 性 质 ， 一 是 蒂 点 
的 可 交换 性 ; 二 是 鞍点 处 的 值 都 相等 . 


1.4. 混合 策略 
如 果 定 阵 对 策 没 有 半点 ， 也 就 是 当 
es Re 


max minay/< min maxa; (1 .12) 
1<1<m lj 1 1&i em 


时 ,我 们 不 能 在 上 太 的 意义 下 求 得 对 策 的 解 . 例 如 ，1.1 节 的 “ 狠 
子 、 剪 刀 、 布 ” 对策， 支付 矩阵 是 


1/ 0 1 一 
4=| -1 0 | 


1 -1 9 
我 们 已 经 知道 ， 
max mingj;=-1<i= min iax4ii， 
lfm 1omj 1&f&n Le rm 


局 中 人 1 至 少 可 以 得 到 支付 ~ 1， 局 中 人 2 至 多 失去 支付 1.. 在 
这 种 情况 下 ， 局 中 人 1 为 了 得 到 大 于 一 1 的 支付 ， 局 中 人 2 为 J 
使 支付 小 于 1 ， 双 方 都 将 尽 最 大 努力 不 让 对 方 猜 出 来 自己 侈 择 哪 
一 个 策略 .为 此 目的 ， 局 中 人 工 可 以 采用 一 种 随机 的 方法 来 决 定 
自己 要 选择 的 策略 ; 同样 ， 局 中 人 2 也 将 采用 随机 的 方法 来 决定 
其 策略 .这 就 是 本 节 要 引进 的 混合 策略 . 

设 称 阵 对 策 的 支付 宅 阵 是 4= (gj;)， 其 中 ?= 1， ,mI 车 
1 ，…，%. 局 中 人 1 的 一 个 混合 策略 就 是 一 组 数 % ,之 0，s=1， 
”11 满足 


x, =1. 
局 中 人 2 的 一 个 混合 策略 是 一 组 数 y; 宇 0， I=1, "°°, 入 满足 
和 9 =1, 


相对 于 混合 策略 ,我 们 把 前 两 节 中 所 讨论 的 策略 称 为 纯 策略 . 

纯 策 略 i=i' 其 实 也 是 一 个 特殊 的 混合 策略 : xp = 1; x;=0 若 
i / 

设 X= (2 ，…，Mo) 和 7 = (yj，"*，ys) 分 别 是 局 中 人 1 和 

2 的 混合 策略 .局 中 人 1 以 概率 x, 选 用 策略 i, 局 中 人 2 以 概率 y; 选 

用 策略 7. 因此 ,局 中 人 1 选择 策略 i:s， 局 中 人 2 选择 策略 ;?， 并 且 


ea 9 。 


支付 为 air 的 概率 是 Yy 7y) .每 一 个 支付 a， ; 乘 以 相应 的 概率 Yi vj， 
对 所 有 的 i 和 所 有 的 7 求 和 各， 我 们 就 得 到 局 中 人 1 的 期 望 支 付 
2 > ,4i 1 7。 | (1.13) 


i=1 j=1 


局 中 人 1 和 希望 这 个 期 望 支付 越 大 越 好 , 局 中 人 2 则 相反 ,希望 它 
越 小 越 好 . 设 5m 是 满足 


X10, i=1,°,m, DL xs=1 
i = 


的 一 切 和 = (x1，，… xm) 的 集 . 如 果 局 中 人 1 选用 策略 XES。n， 则 
他 的 期 望 支付 至 少 是 
min 工 yy (1.14) 


这 里 Ss 是 满足 
yy0, f=1, nn, 2 ys1=1 
j=1 


的 一 切 Y= (yyo) 的 集 . 局 中 人 1 可 以 选择 X ES 使 (1 ,14) 
为 最 大 ， 也 就 是 说 ， 他 可 以 保证 自己 能 得 到 的 期 望 支付 不 小 于 


Vi 三 JNax min 》 》 Ci1 7 7 。 (1.15) 


Xesmyesw jo: 11 
如 果 局 中 人 2 选用 混合 策略 YES。， 则 他 应 付出 的 期 望 支付 
最 多 是 


XXX 工 asxiy. (1.16) 
局 中 人 2 可 以 选择 YE5。 使 (1.16) 为 最 小 ， 也 就 是 说 ， 他 可 以 
使 局 中 人 工 得 到 的 期 望 支付 不 超过 


=min max y 。 (1.17) 


YES KES =1 j= 
我 们 有 
定理 1.2. 
10 es 


TF Ee 
加 | 
IaX mi 之 ZY Vy 
XS YeS j= =1 


<min max a, EA (1.18) 


YES, XES ;二 1 j= 


证 明 . 首先 ， 对 于 一 切 XE S。 和 一 切 y ES。， 有 
min 交 any < 元 ary 。 


YeE3, f=1 
两 边 对 XC.S 取 景 大 信 
max min y， yy < max 并 D411X1Y1 。 
ACSp YES, i=1 j=i E Se t=1 j=1 


再 对 YE S。 取 最 小 值 ， 即 得 
max min Y yo 


有 证 be 
<min max >, Yariyy,. | 图 


J. von Neumann 首 先 证 明了 上 式 中 等 号 对 于 一 切 矩 阵 对 策 
成 立 .这 一 结果 就 是 著名 的 对 策 论 基本 定理 ,或 者 叫做 最 小 最 大 什 
定理 . 

1.5. 最 小 最 大 值 定理 


最 小 最 大 值 定理 有 许多 证 法 .在 对 策 论文 献 中 ,已 发 表 的 证 
阴 为 数 颇 多 .本 节 我 们 介绍 von Neumann 在 他 和 O . Morgenstern 
合 蔷 的 经 典 著作 C519] 中 给 出 的 这 一 定理 的 证 明 . 

定义 . 设 


(1) 
a = (1 Ts sg Umi) sy 


她 2) 一 《2 CC229 "***, dm’)s 


a'” = (4,,s Wms “9 (ma) 
是 mr 维 空间 中 的 n 个 点 .并 设 
ee 11] 。 . 


a= (gs dos "9 Gm) 。 
大 存在 
ti 之 0， E=1,., 4 > ,1 =1， - 


R=1 

使 
a=tia +ta t+id", 

则 称 点 4 属于 a ，a*”，，…，a'” 的 凸 包 HH. 

ta tia tt tem" 
是 a 站 ,a 下,…,a "的 同 线 性 组 合 . 瑟 确 为 一 晤 集 .这 是 因为 ,着 
a€H, bEH, 则 

a=tia +ta "t+.…+ta'”, 


b=sa + SA 十 二 So 


其 中 如 之 0， si 之 0， R= 1 ， ee 9 HD 如 =1, 2 sk =1. 
Kk=1 


天 三 1】 
于 是 & 和 的 凸 线性 组 合 可 表 为 
c= 和 ze+ (1 — Nb, 0<\<1. 
我 们 有 
c=M+ (1 —MNDb= TAM +t (1 —N) srla'™. 
R=1 
由 于 
Mtr 二 《1 一 入 )Sx 之 0， R=1, '"» 9 
STMt +(1- 和 X)st= 和 入》 tt (1—N) > SR 
Rel 二 = | 
= 入 二 (1 一 入 )》=1， 
所 以 
Cc=Xz+(1-X)pEG 万 . 
因而 妃 为 凸 集 . 


为 了 证 明 最 小 最 大 值 定 理 ， 我 们 需要 下 面 的 两 个 引 理 . 
引 理 1。 设 鼠 是 


® 12 。 


i 
pe 
ep 


a'' = (Quy Gus sm)s 


4 ”= (sey tzzs ‘ytm2) 9 


才 吉 中 认 达 当中 


， . 
a'” = (Wins Warns GHmn) 


的 凸 包 ， 皇 原点 O 生 万 . 则 存在 和 个 实 数 s,，s:，…， sw， 对 于 马 
中 任意 一 点 

C= (0 po9y Ar) 
有 

SAt S20 十 … 十 Sn > 0. 
证 明 . 因为 0 竺 及 ， 存 在 异 于 0 的 点 $s= (s,s,，*……',Sm) EH， 

使 得 | s| 为 最 小 ， 即 

Si+Si 二 … 二 32D0 


为 最 小 , 今 设 &a= (Ca …， 4m) 为 H 中 任意 一 点 ， 则 


A2 十 (一 入 )5SC 到， 0 和 入 委 ]， 
且 
zt+(1L-XN)s( :|s| 2 
到 
人 2 Wi 2 
> [a, 十 (1—M)s, | 一 5 |x 一 S)) 十 3; ] 
[是 fi=i 
= 入 > a ~s) +t2h D(ar~si)si+ Ds} . 
f=1 f=| tal 
>s. 
i=1 
当 % 关 0 时 ， 


A》 (a 一 Sy ) “十 2 > (CiSi 一 SS ) 之 0 ， 
一 i 二 1 
今 和 一 0， 得 到 
>,asi>y>s> 再 


d=1 d= 


引 理 1 称 为 支承 超 平面 定理 ,这 个 定理 表明 , 若 0 不 属于 “5 ， 
a ”2 的 凸 包 妃 ， 则 存在 一 过 O 的 支承 超 平 面 力 , 使 整个 瑟 位 
于 乡 的 一 侧 ， 也 就 是 位 于 由 pp 划分 形成 的 两 个 半空 间 之 一 中 . 

引 理 2. 设 4= (4, ;) 为 任意 MX% 第 阵 ， 则 下 列 二 不 等 式 之 
一 成 立 ， 


(1) 存在 yy 疡 0， 7=1， ***g Ns > yi =1， 使 


j=1 


全 
2 43131 Say tA ys 十 … tarayn 人 0, 2 二 1 “0 
j=1 


(2) 存在 x; 之 0， t=1], ,nh，, > ,Yi =1, 使 
一 上 上 - 


277MXi = WijyN1 + Goyg Ns :+ Mmj Xm 0 7=1, 机 jp 


二 ] 


证 明 . 设 瑟 是 w+m 个 点 


(1) -一 


wv (ti, 2ls “9 dm1) 9 


12) 
a = (012, tors “9 m2) , 


4 和) 


GE 一 (lay din, “sg dmn)y 
e''’= (1, 0， ""*y 0)，。 
2 2 1 一 《0， 1， “9 0)，, 
e'™ 一 (0， 0， *"*y9 1) 
的 上 同 包 .分 两 种 情形 ， 


(1) O6 瑟 . 则 O 可 以 表 成 上 列 % + 个 氮 的 凸 线性 组 合 . 这 
就 是 说 ， 存 在 


Li» ts ”9 0， jt;=1, 
了 一 工 


使 得 


ta 十 Eee 


ss 14 。 


用 分 量 表示 ， 第 i 个 ( 共 m 个 ) 等 式 是 
tiarnttarst t+tsaAarnt tints "l=0, 

和 , 
tanttoart' ttaAdrn = ~isti 0, =1 :7, 1 (1.1°) 

由 此 可 知 ， 

tit+t,+'+t,>0. 
因 若 不 然 ， 则 
= = = ,=0=t,+1 = "= ttm 


好 中 评 


与 》,t; =1 相 矛盾 . 


j=1 
以 i +f 十 … 二 2。 记 0 除 (1.19) 式 ， 并 令 


1 =- ~ 
下 十 


得 到 
2 0i 191 arnV ta yt ta yu <0, t=1, ,1 
一 了 ， 


(2) O 和 牛刀. 由 引 理 1， 存 在 s= (si，ss，*'**， Sm)EH,， 
Se 二 Si0) 十 Sa + ot Smlm; >0, 7=1, 和 ,M (1.29) 
see =Ss>0, j=1, ,1. : 
以 s, +s: +…+so>0 除 (1.20) 式 ， 并 令 


Si _ S， 
N19 


一 ww， ~ 一 一 一 一 一 一 和 化 部 四国 
SI 十 … 十 Sm S| 十 SS 


Sem 


二 
Si 十 十 So 


得 到 


> aX 一 CGI7X1 t+ az7Xs 十 十 dn;jXm > 0, f=1, ,1, | 
二 1 


。 15 。 


定理 1.5， 《最 小 景 大 信 定 理 ) 
这 下 省 对 策 的 支付 矩阵 是 4= (ai jy)， 则 


=max min 工 atiy, 
XEFm YES | 


一 1 


全 站 各 


=min max 2», Yjarxiy;=v,. (1.21> 
Yes, ~*es 


1=1 1=1 
证 明 . 前 已 证 明 w<w (定理 1.2) ， 今 证 明 v 之 v,. 
由 引 理 >， 下 人 列 两 种 情形 之 一 成 立 ， 


z 《1) 存在 y,，…， ya 之 0， 2_,y;1=1,， 使 得 
f=1 


> ,4; 1y1 0， t=1, 


二 1 


因此 ， 对 于 任意 的 X= (x， "ry Xm) ES 
(Per )s<0. 


=1 j=1 


s ?8。 


所 以 


max y yay wy, <0， 


mn f=i j=1 


: 因 . 而 


72 = min max > Daxiys; <0. (1.22) 


ms = 1=1 


(2) 存在 XY1，… ,Xm 这 0， 》 Xi =1, 使 得 


f=1 


2_,411X1>0, I=1, ，… 


i=1 


因此 ， 对 于 任意 的 和 = (Yi 


“9 1%。 
“多 ya) Cn 
(Ten )»;>0. 

= 


所 以 


» 16 。 
-i 


筷 


min >，2 .08110177P0O。 


YES, f=i jm™1 


因而 


vi =max min >》， pamiyi>0. (1.23) 


由 (1.22) 和 (1.23) ， 
V1 字 0 或 v0, 三 0， 
所 以 
Di<0<<" 不 可 能 同时 成 立 . 
今 对 窍 阵 
Qu—E CC 一 尼 … Ge 一 天 
Qn — Ek dk … Ge 一 民 
(&1 1 一 及 ) = 


ol 一 慌 Cn 一 忆 ts 一 尼 


重复 上 面 的 论证 ， 其 中 为 任意 实数 ， 得 到 
2 一 之 0 二 Vv 一 不 成 立 ， 
即 : 
V1 过 kv。 不 成 立 . (1.24) 
因此 ，z<v 不 成 立 ， 否则 必 有 一 实数 名 使 v 之 之 v,, 与 (1.24) 
政 盾 . 我们 证 明了 
VV,. 


1.6. 最 小 最 大 值 定 理 的 另 一 种 证 明 


在 本 节 中 ， 我 们 给 出 最 小 最 大 值 定理 的 另 一 种 证 明 一 一 一 种 
归纳 法 证 明 ; 参看 [26]，[27] 和 [9]. 

首先 ， 我 们 推导 一 组 数 对 混合 策略 取 最 小 〈 大 ) 值 与 该 组 数 
的 最 小 (大 〉 值 之 间 的 关系 . 

设 有 一 组 数 cl，…，cu， 并 设 > = (y1，…，y》s) 为 混合 策 


。 17 。 


min cs=cis, 
PIPP 


Cy 之 Ci 7=1I， 机 
因而 z 
C1YiC1Y1s 7=1, 1。 
对 于 每 一 个 YeS。， 有 
2.cy7y D0ys=0. 
j=!1 


j=1 


因此 ， 


min yo yao. (1.25) 


Yes, j=1 
田 一 方面 ， Y = (0, 0， “0, 1, 0, **» 0) 是 一 个 特殊 的 
混合 策略 ， 其 中 第 2 个 分 量 为 1. 我 们 有 
Ci=C1°0+c2.*0+ + olt+ e+ ca*0 
>min Dey, 。 (1.26) 


Yes, 


由 (1.25) 和 (1.26) 可 知 ， 


min ey =a min oj. (1.27) 
同 理 可 得 

max jdix: = max d,. (1.28) 

Xesm /二 1 1 < 4 em 


利用 (1.27) 和 (1.28) ,可 以 把 mw 和 vw, 改写 成 下 列 形式 ， 
2 = Inax min (Dan )y, 


Xcsm YES, j21 


=max min ya jy, (1.29) 
XESS leajes 1 一 =1 


sa 18»。 


i - 


Pe 


v= min max (Tey Ja 
YES,, 


XE3S j=l1 


Le 


=min max bd z (1 .30) 
YES,, 


i | 


因此 ， 最 小 最 大 信 定 理 可 以 表 为 
定理 1.4. (最 小 最 大 值 定理 》 


max min 》， arjyxi= min max sy， (1.31) 
XES 1&i er i 1 < mm, 1 


其 中 (4; ;〉 是 任意 mxw 矩阵 ，S 和 S。 分 别 是 戌 系 = (wi， 
xm) 和 > = (7 …， ?yo 的 集合 ， 满 足 


到 间 帘 § 


% 1 之 0， t=1, *o09 $ls Dx; =1， 


| 
yy>0, j=1, ,Nh 2 Yj = 


jel 
证 明 . 用 归纳 法 证 明 . 
当 m=n=1 和 时， 定理 显然 成 立 , 今 证 明和 荐 定理 对 于 一 切 
(14 过 mm，%) 成 立 ， 则 必 对 于 (mx，m) 成 立 . (同样 可 证 , 若 定 
理 对 于 一 切 (mr，n 人 过 nn) 成 立 ， 则 必 对 于 《my，%) 成 立 .) 


记 

i 
Vi = max min Dax,, (1.32) 

KES loden j=1 

Ed 
Va = min max 》 ,aye 《1.33) 

YesSn li<m jal 

V2 =min max Pay 
YES, 1 fem 
= INAx Fay 《1.34) 
1€1 <m 


其 中 《1 0 vy*) =Y*ES,, 则 


3 


Za 1 VD ,2=1, ,1. (1.385) 
7 = 1 


如 有 果 在 〈1.35) 式 中 等 号 对 于 一 切 4=1，…， 驴 成 立 ， 面 且 在 
一 个 对 应 于 (1.32〉 式 的 “大 于 或 等 于 ”的 公式 中 等 号 对 于 一 切 
?7 二]，*…，。 成 并 ， 则 定理 很 容易 证 明 .因此 ， 不 丧失 一 般 性 , 我 
们 可 以 假定 


2 4; 1 3 区 = 2 ”=1，，… 和 Mi ， (1.36) 
一 


2 081 YT” ”1 900 (1.37) 
j=1 


其 中 oy 之， 

考虑 缩小 的 矩阵 对 策 (=1，…，WH3 7=1， ，…，%h) ， 我 
们 证 明 下 列 一 系列 不 等 式 ， 

VD 1.38) 
《2Z) (5b) (c) (a) 

这 里 (a) 是 归纳 法 假设 〈c) 就 是 (1.18) 式 ， 显 然 成 立 ， 要 
证 明 的 是 (8) 和 (4) . | 

先 证 (5) ， 即 vv. <<v ”下 设 

Sm = {X= (XXm)}, 
m ={X= (Ni Xm 0 2 0)}CES,, 

其 中 x; 宇 0，2_ ,x1 =1. 于 是 有 


Eo 
(nr 


Vi’"= max min >》 Ci 
XEsSm’ 1<i<n ) 一 ) 


ar 

= min Darix* [X= (x*, “a xX,) EE S,,,] 
leijen 1 
ns 


= min 2 4, 和 
lim1 


CX*= (XY, 0 Mg 0 0) E SSCS,] 


<max min > aX 
二 本 1 i=1 


现在 证 明 (4d) ， 即 Vs WE 2 


[ #) 一 - 
2 
max, 9 01717949 (1.39) 
1 4 i j=l 
其 中 (yf ，Ys)=Y ES,. 令 
Y=QY + (1-0OY*ES,, 0<a<1, (1.40) 


其 中 Y” = (31 机 ?7 ， 则 


Vaya0 ary + (1 -a) Dey’ 


j=1 j=1 
t=1, .…, 1 ， (1.41) 
对 (1.41) 式 两 端 取 max， 并 利用 (1.39) 和 (1.36) 我们 
得 到 
1 3 1 9 S00 + (~) va", (1.42) 
(由 于 (1.41) 右边 最 后 一 项 是 常数 ， 所 以 实际 上 〈1.42) 式 中 
等 号 成 立 .) 


对 于 (1.40〉 中 的 Y*， 根 据 (1.37) 及 函数 的 连续 性 ， 当 人 
充分 小 时 ， 我 们 有 


Dj a ya ”，》 1= IJ 十 1， 0 4. (1.43) 
j=1 


但 由 〈1.33) 可 知 ， 


max 于 wy 和 > m in max ZY Va™ ”3 (1.44》° 


由 (1.43) 和 (1.44) 有 
: e 21 8 ; 


但 
An 3 
INnax 2 ;1 V0 ”. 


1 ni/ 
因此 ， 我 们 可 以 把 1.42) 的 左 端 换 为 wow 得 到 
QV 《人 一) pa 了 ) 
或 
ce ,| 
”我 们 证 明了 不 等 式 组 (1.38) 成 立 ， 因 而 


[1 {rr )} 


1.7. 混合 策略 下 的 鞍点 
设 凡 X 和 矩阵 4= (44 3;) 是 年 阵 对 策 的 支付 矩阵 ， 久 = (xz 
Sm 和 = 《yy ES, 人 分别 是 局 中 人 1 和 2 的 混 
合 策略 ， 则 


any 
可 以 用 矩阵 的 记 叶 简写 成 下 列 形式 ， 
2，> ,63710121 = 和 4 ， 
i=1 j=1 
上 标 $ 开 示 矩阵 的 转 置 ， : 
定义 , 设 X*E Ss, Y" ES 如 果 对 于 一 切 和 ES 和 一 切 YES。 
有 
RAY** < XNX*AY*'<X*AY’, (1.45) 
则 称 (X*，Y*) 是 矩阵 对 策 4= (4 ;) 的 一 个 鞍点 (在 混合 策略 
巧 义 下 ) ，“ 
下 面 的 定理 表明 长 点 存在 和 最 小 最 大 信和 定理 的 等 价 性 . 
定理 1.5. 和 矩阵 对 策 4= (ea )) 有 遂 点 的 充 要 条 件 是 
max minXAY" 和 和 ,in ax (1.46》 
容 在 且 相 等 ， 


~、 22。 


证 明 、 必要 性 . (1.46) 中 二 式 显 然 存 在 . 设 X4Y' 有 鞍 
点 .并 设 (X*，Y*) 是 一 个 蔷 点 .这 就 是 说 ， 不 等 式 


XAY *'*<N*AYVY*'<X*AY!" 


对 于 一 切 X€ 5 和 一 切 YE5, 成立 .由 (1.47) 左边 的 不 等 式 有 


maxXAY*<X*AY*', 


KESm 
因而 
min maxXAY <X*AY*:. 


Yves。 XESm 


同 理 ， 由 (1.47)〉 右边 的 不 等 式 有 


X*AY**<minX*AY'<max minXAY'. 


Yes, XRESm YES， 


由 (1.48) 和 (1.49) 得 到 
min max XAY'<max min XAY'. 
YES, XESn XESm YESHn 


但 已 知 反方 向 的 不 等 式 成 立 〈 见 定理 1.2) ， 因 此 ， 


max min XAY'= min maxXAYy", 
XESm YES YES XES 
坚 Ea 


必要 性 得 证 . 
充分 性 . 设 (1.46) 中 二 式 相等 ， 并 设 
max min XAY'= min X*AY'", 


XESm YESS YES, 
min maxXAY’:= maxXAY*". 
YES, KESm XE Sm 
则 由 最 小 、 最 大 值 的 定义 ， 
IniDX *AY < X*AY*', 
YES, 
X*AY*'< maxXAY*', 
站 安富 
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(1.47) 


(1.48) 


(4.49) 


(1.50) 


(1.51) 


(1.52) 
(1.53) 


由 假设 ， (1.50) ， (1.51) 两 式 的 左边 相等 ， 因 而 (1.50) ， 
(1.51) ， 《1.52) ，《〈1.53) 四 式 中 的 各 项 都 相等 ， 特 别 是 


maxXAY*' ~ X*AY*. 


XE Sinn 


因此 ， 对 于 一 切 XE S。. 有 


XAY** XAY*", (1.54) 
间 理 , 对 于 一 切 YES, 有 
NX*AY**< NR*AY!., (1.55) 


(1.54) 和 \1.55) 表明 ， (X*，Y*#) 是 ZX47: 的 一 个 鞠 点 .图 


1.8. 最 优 策略 及 其 性 质 


如 打 矩 阵 对 策 4= (41)) 有 鞍点 上 节 已 经 证 明 ,鞍点 必定 存 
在 )，(X*,Y*) 是 它 的 一 个 蒂 点 ， 即 ,如 果 对 于 一 切 XE So 和 一 切 
YES。 有 

XAY*"'<X*AY*'<X*AY', (1.45) 
我 们 称 X*，Y* 分别 是 局 中 人 1 和 2 的 最 优 策 略 ， 并 称 
XAY™! 
是 对 策 的 值 ， 这 就 是 说 ,在 鞍点 《X*，Y*) 处 ， 对 策 的 期 望 支付 
就 是 对 策 的 值 .我 们 也 称 〔X*，Y*) 是 对 策 的 一 个 解 . 由 上 和 节 
的 定理 1.5 可 知 ， 对 策 的 值 就 是 
= Inax min X4Y 


XESm YES。 


v,= min max X4Y 
YESa 大 ES 


的 共同 值 "， 

贰 点 的 定义 〈1.45) 表明 ， 只 要 局 中 人 工 基 守 他 的 最 优 策 略 
X*， 则 不 论 局 中 人 2 选择 什么 策略 , 局 中 人 1 至 少 能 够 得 到 期 望 
支付 X*4Y*'; 同样 ， 只 要 局 中 入 2 坚守 他 的 最 优 策略 Y*， 则 不 
论 局 中 入 工 选择 什么 策略 ， 都 不 能 使 期 望 支 付 超过 X*#4Y* 7 . 

以 下 我 们 采用 一 些 常用 的 矩阵 记号 . 

bl 4 .表示 信 降 4 的 第 5 个 行 向量 ， 以 4. 表示 它 的 第 j 个 
列 向 量 ， 则 


ber 由 
XA.;}= > 413X79 Aj.Y'= >》;017171。 


» D4. 


第 一 个 式 子 表示 局 中 人 1 采用 混合 策略 叉 而 局 中 人 2 采用 纯 筑 
略 7 时 的 期 望 支付 ， 第 二 个 式 子 表示 局 中 人 2 采用 混合 策略 了 而 
局 中 人 工 采用 纯 策 略 ? 时 的 期 望 支付 . 
下 面 是 最 优 策 略 的 一 些 性 质 . 
定理 1.6. 设 m%X%% 和 矩阵 4= (4 ;) 是 矩阵 对 策 的 支付 窍 阵 ， 
2 是 对 策 的 值 . 
(1 ) 设 Y 是 局 中 人 2 的 一 个 最 优 策略 .如 果 对 于 茶 个 i 有 
4， ,Y*'<yv, 
人 1 的 任何 一 -个 最 优 策略 X* 中 必 有 x#= 0. 
2 ) 设 X* 是 局 中 人 1 的 一 个 最 优 策略 .如 果 对 于 某 个 7 有 
X*A.,>v, 
则 在 局 中 人 2 的 任何 一 个 最 优 策略 Y* 中 必 有 y} = 0。 
证 明 . 我 们 只 证 明 (1 ) . 
因为 Y ”是 局 中 人 2 的 最 优 策 略 ， 所 以 
A, .Y*’<yv. 
令 
Si= {AY* <v}, S,= {2:A,.Y*’=v}., 
则 / 
v= XN*AY** = DA. Y**= 2 XA Yr + 》 XA Yr 


上 一 上 是 EB] i€s, 


一 >》 x*4,. Y**+ 2 io. 


| 
于 1 ic33 


因此 ， 和 
(1- D+)= 2 x A .Y*’, 


ices, ff ESli 


i 


2 >》 ，X 站 = 4 


ie3Si sl 


> (v—-A,.Y*’)x*=0. 


ES 


因为 ieS,， 所 以 vz 一 4,.Y*'0， 因 而 x# = 0， 本 
这 个 定理 告诉 我 们 ， 如 果 已 知 矩 阵 对 策 的 值 是 v, 并 且 Y* 
是 局 中 人 2 的 一 个 最 优 策略 ， 若 局 中 人 1 采用 纯 策略 i 时 他 的 期 
望 支 付 达 不 到 "， 则 ?+ 这 个 纯 策 骆 是 不 可 取 的 ， 在 局 中 人 的 任 
何 一 个 最 优 策略 六 * 中 一 定 不 会 包含 这 个 纯 策 路 . 
定理 1.7. 设 m%wXw 惩 阵 4= (4;;) 是 矩阵 对 策 的 支付 矩阵 ， 
v 是 对 策 的 值 . 
(1) X*eSm 是 局 中 人 1 的 最 优 策 略 的 充 要 条 件 是 
vyK*A,j, j=1, .Nh. 
(2) Y*eS, 是 局 中 人 2 的 最 优 策略 的 充 要 条 件 是 
4 YY <V， 2 二 1，…， 7 ， 
证 明 . 我 们 只 证 明 1) ， 


必要 性 .显然 . 
充分 性 ,假定 
vEXA.j, 7=1, .…，, (1.56) 
设 (X?"，Y") 是 对 策 的 一 个 鞍点 ， 即 
XAY SX AY’' SCX AYE (1.57) 


对 于 一 切 XeSm 和 一 切 了 YES。 成 立 . 
我 们 要 证 明 ， (X*，Y*) 是 对 策 的 一 个 鞍点. 
设 了 = (yb…,ya) ES 是 局 中 人 2 的 任意 混合 策略 . (1.56) 
式 的 天 济 各 乘 纪 y,， 然后 对 了 从 工 到 即 求 和 : 
< X* 4 1 77 一 XYLdY (1.58) 


一 1 


特别 有 
v<X*AY"'. (1.59) 


: 、 XK*AY°* SCX AY®! =1. (1.60) 


e 20 a 


由 (1.59) 和 (1.60) 有 一 
X*AY°: =X°AY°!=y. {1.61) 
结合 (1.57) ， (1.61) 和 (1.58) ， 即 得 
XAY°'<X*AY°'<X*AY!, 

这 就 证 明了 (X*，Y。) 是 对 策 的 一 个 鞍点 .因此 ，X* 是 局 中 人 1 

的 一 个 最 优 策略 . 加 
如 果 已 知 对 策 的 值 v>， 就 可 以 利用 上 面 这 个 定理 ， 检 验 局 中 

人 1 或 2 的 某 个 策略 X* 或 Y* 是 否 他 的 最 优 策 略 ， 


1.9. 策略 的 优 超 性 


设 官 阵 对 策 的 支付 托 阵 是 
1 -2 0 
， 1 -1 (1.62) 
‘2 -1 1 


对 文 付 矩 阵 的 元 素 稍 加 考察 ， 就 不 难看 出 ， 局 中 人 1 决 不 会 
采用 他 的 第 一 个 策略 .这 是 因为 ， 不 论 局 中 人 2 选择 什么 策略 ,局 
中 人 1 的 第 8 个 策略 的 支付 总 比 第 1 个 策略 的 支付 为 大 . 因此， 
局 中 人 工 的 第 工 个 策略 必定 只 能 以 零 概率 出 现在 他 的 最 优 混合 策 
略 里 . 

这 样 ， 要 解 上 面 这 个 盾 阵 对 策 ， 可 以 将 矩阵 的 第 一 行 划 去 ， 


只 要 解 矩 阵 对 策 

0 1 -1 

(， _1 | ) (1.63) 
就 行 了 . 


再 对 上 面 这 个 2x 3 矩阵 进行 考察 .局 中 人 2 将 他 的 策略 1 和 
策略 3 进行 比较 ,他 显然 不 愿 采用 策略 1 .不 论 局 中 人 1 采用 哪 一 
个 策略 ,局 中 人 2 的 第 8 个 策略 的 支付 都 小 于 第 1 个 策略 的 支付 . 

网 此 ， 可 以 将 上 面 这 个 矩阵 的 第 一 列 划 去 ， 只 要 解 矩阵 对 策 


( 加 ) (1.64) 


就 行 了 .而 这 个 2X2 的 年 阵 对 策 ， 容 易 验证 它 的 解 是 混合 策略 解 ， 


pi > 站 了 i 


再 回 到 原来 的 3x3 和 抢 阵 对 策 (1.62) ,不 难 想 像 ， 它 的 解 应 是 


rr 


由 此 可 见 ， 在 (1.62) 中 ， 就 局 中 人 工 而 言 ， 他 的 第 3 个 策 
略 比 第 1 个 策略 好 ， 得 到 的 支付 大 ， 所 以 他 不 必 考 虑 策略 1 .在 
(1.63) 中 ,局 中 人 2 的 第 3 个 策略 比 第 工 个 策略 好 ,付出 的 支付 
小 ， 所 以 他 不 会 采用 策略 工 . 


下 面 我 们 介绍 优 超 性 的 概念 . 
定义 . 设 甜 阵 对 策 的 支付 窍 阵 是 4= (44y)， 如果 
24 7 DT19 7=1，…， 9 (1.65) 
则 称 局 中 人 1 的 策略 优 超 于 策略 1 
如 果 
dis 7Y=1，…，Mzy (1.66) 
则 称 局 中 人 2 的 策略 优 超 于 策略 !. 


如 果 在 (1.65) ， (1.66) 式 中 成 立 严格 的 不 等 号 ， 则 分 别 
称 局 中 人 1 ，2 的 策略 上 严格 优 超 于 策略 7. 

对 于 混合 策略 ， 也 有 类 似 的 优 超 性 概念 . 

我 们 现在 只 考虑 一 个 纯 策 略 被 另外 若干 个 纯 策 略 的 凸 线性 组 “ 
合 所 优 超 的 情形 . 

可 以 证 明 ， 在 这 种 情形 ， 如 果 是 严格 优 超 ， 则 将 被 优 超 的 那 
个 纯 策 略 所 对 应 的 行 或 列 划 去 后 ， 从 剩 下 的 较 小 的 矩阵 对 策 的 最 
优 策略 ， 就 可 以 得 到 原来 对 策 的 最 优 策 略 ， 只 要 将 划 去 的 那 一 行 
或 列 所 对 应 的 纯 策 略 赋 以 概率 0. 

如 果 是 优 起 而 不 是 严格 优 超 ， 仍 可 以 从 较 小 的 矩阵 对 策 的 解 
得 到 原来 对 策 的 解 ， 但 这 时 有 可 能 “失去 ” 某 些 解 . 这 就 是 说 ， 
从 较 小 矩阵 对 策 的 解 ， 得 到 的 可 能 不 是 全 部 最 优 策略 .当然 ,如 果 

* ID8 。 


我 们 只 要 求 得 到 一 个 解 ,而 不 是 全 部 解 (通常 的 情形 正 是 如 此 )， 
就 可 以 应 用 这 种 优 超 性 来 简化 求解 的 过 程 ， 
例 5. 设 矩 阵 对 策 的 支付 皇 阵 是 


1 3 2 4 0 
3 4 2 3 
4 3 4 2 
0 4 0 8 


局 中 人 1 的 策略 1 被 他 的 策略 3 优 超 ,可 以 将 矩阵 的 第 1 行 划 去 : 


3 4 2 3. 
0 4 0 8/. 
局 中 人 2 的 第 1 个 策略 被 他 的 第 8 个 策略 优 超 ， 可 以 将 矩阵 


的 第 1 列 划 去 ， 
4 2 3 
; 4 ; 
4 0 8). 


不 难看 出 ， 这 个 3x 3 矩阵 对 策 的 元 素 满 足下 列 关 系 ， 


P| 


2 2 | 
4 0 8 
因此 ， 又 可 以 将 这 个 3 x 3 矩阵 的 第 1 列 划 去 ， 得 到 
2 8 
0 8 


这 个 3 x 2 年 阵 的 第 1 行 元 素 被 第 2 ,3 行 元 素 的 一 个 凸 线 
性 组 合 所 优 超 : 


1 1 
(2 3) 反 -4 2) 十 -0 8) ， 
因此 ， 又 可 以 将 这 个 8 x 2 矩阵 的 第 1 工行 划 去 ， 得 到 
es 20 。 


| 2 
0 8|. 
容易 验证 ,这 个 2 x 2 矩阵 对 策 的 最 优 策略 是 X* = ( -4 ,二 )， 


Y* = 2 值 为 -= ， 


这 个 2 x 2 和 矩阵 是 原来 的 4 X 4 矩阵 第 8 ,4 行 和 第 8 ,4 列 
组 成 的 子 窍 阵 。 因 此 ， 


X*=(0,0,- 和 4 1 ， Y* = (0,0 二 ) 
5 5 
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是 原来 的 矩阵 对 策 的 最 优 策 略 ， 它 的 值 是 - 。 
例 6， 设 秆 阵 对 策 的 支付 算 阵 是 


| 3 2 3 | 
这 个 对 策 有 一 个 鞍点 ， 在 ?=1，7= 8 处 .因此 ，(1，3) 
是 对 策 的 解 ， Wi 一 3 是 对 策 的 值 . 
如 果 我 们 利用 策略 的 优 超 性 ， 可 以 先 划 去 矩阵 的 第 8 行 ， 然 
后 在 剩 下 的 2 x 3 矩阵 中 再 划 去 第 1 列 ， 余 下 一 个 2 x 2 矩阵 
5 3 
| 
这 里 右上 角 的 元 素 所 在 的 位 置 仍 是 一 个 鞍点 .对 于 原来 的 3X3 
矩阵 来 说 ， 仍 然 得 到 最 优 策略 
X= (1,0,0), Y*= (0,0,1). 
但 是 ， 除 此 以 外 ， 混 合 策略 


多 
X39=( 计 ,0, 避 )， y= (去 ,0, 去 ) 


也 是 对 策 的 一 个 解 .这 一 事实 不 难 利用 上 节 的 定理 1.7 加 以 验证 ， 
ea 30 。 
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参看 后 面 1.12 节 中 的 例 7 

实际 上 ， XY 和 X4 的 任何 后 线性 组 合 都 是 局 中 人 1 的 最 优 策 
路 :YY 和 Y* 的 任何 凸 线性 组 合 都 是 局 中 人 2 的 最 优 策 略 . 

这 个 例子 表明 ， 正 如 前 面 提 到 过 的 ， 利 用 策略 的 优 超 性 〈 不 
是 严格 优 超 性 ) 划 去 支付 年 阵 的 某 些 行 或 列 得 出 较 小 对 策 的 解 ， 
加 上 零 概 率 后 成 为 原来 的 对 策 的 解 ， 这 一 过 程 可 能 会 《失去 ” 原 
对 策 的 一 些 解 . 


1.10.。 2xn 和 mx2 和 矩阵 对 策 的 图 解法 
设 2 x 3 矩阵 对 策 的 支付 矩阵 4 为 


%V 
1 一 @ (4 
以 中 ， 忆 分别 表示 局 中 人 1 的 
第 1， 2 个 纯 策 略 ， 11],121,18| 表 
示 局 中 人 2 的 第 1，2 ，3 个 纯 策 | 
略 ， f 
设 局 中 人 1 采用 混合 策 略 X = 
(x, 1 一 xX) ,这 里 0 二 Xx 志 1. x= 1 
代表 纯 策 略 了 ，x = 0 代表 纯 策 略 
(2). 


当 x = 1 ， 凡 局 中 人 1 采用 纯 图 1.1 


策略 四 时 ， 若 局 中 人 2 采用 纯 策 略 | 了， 期 望 支付 为 4, 见 图 1.1. 
当 x = 0， 即 局 中 人 1 采用 纯 策略 @ 时 ， 对 应 于 并 的 期 望 支付 


为 4 .连接 图 1 .1 中 的 直线 qq. 
设 x 轴 上 把 PP 的 坐标 为 4. 容 易 证 明 ， 纵 坐标 PC 为 局 中 人 1 
采用 混合 策略 X 而 局 中 人 2 采用 纯 策 略 |1| 时 的 期 望 支付 . 


4 31 » 


村 


局 样 ,5e 和 cp 上 点 的 纵 坐 标 分 别 表示 局 中 人 工 采 用 天 而 局 中 


”人 2 采用 纯 策 略 |2 .和 |3 | 时 的 期 望 支 付 . 


对 于 局 中 人 1 的 每 一 个 混合 策略 X， 他 至 少 可 以 得 到 zl ,pe， 
cf 三 条 直线 在 4 处 纵 堂 标的 最 小 值 ， 即 
,in XA.; = min, ya x. (1.67》 
图 1.1 中 的 粗 折线 表示 这 个 最 小 值 函 数 . 
局 中 人 1 希望 选择 一 个 人， 使 上 面 这 个 最 小 值 尽 可 能 地 大 . 
从 图 中 可 以 看 出 来 ， 他 应 当选 择 点 4 所 代表 的 X， 这 时 最 小 值 
(1.67) 为 最 大 ， 即 


党 
A’B’= max min aisxis 
1 


KE 157<3 j= 
这 就 是 对 策 的 值 . 


在 图 1.1 中 ， 瓜 已" 就 是 z& 和 cj 两 条 直线 的 交 点 .只 要 解 两 个 


二 元 一 次 联 立 方程 ， 就 可 求 出 4 的 坐标 x = x* 和 4 ’B’ 的 值 .出 图 
也 可 看 出 ， 局 中 人 2 的 最 优 策 略 不 涉及 他 的 纯 策 略 |21. 因 此， 
只 要 解 2 x 2 矩阵 对 策 
( .); 
a J 


就 能 得 出 局 中 人 2 的 最 优 策略 . 2 x 2 矩 降 对 策 的 解 将 在 下 节 讨 
论 . 

这 种 图 解法 可 以 推广 应 用 到 一 切 2 xw% 的 矩阵 对 策 . 

在 特殊 情形 ， 得 到 的 解 可 以 是 x 轴 上 [50,1]j 的 一 个 子 区 间 ， 也 
可 以 是 [0,1] 的 一 个 问 点 .后 者 对 应 于 局 中 人 1 的 一 个 纯 策略 解 ， 
前 者 则 是 图 1 .1 中 的 粗 析 线 含有 一 段 水平 线 段 的 情形 . 

下 面 再 来 讨论 mx 2 矩阵 对 策 的 图 解法 .我 们 也 以 mx = 3 的 情 
形 来 加 以 说 明 . 
设 8 x 2 怎 阵 对 策 的 支付 矩阵 4 为 


a S32 8 


yy TI-》 


下 
中 fa 

© jc a 
GD) \e 三) 


设 局 中 人 2 采用 混合 策略 Y= (y,1- ?9)， 0 专 y<1.y=1 代 
表 纯 策略 [1|，y = 0 代表 纯 策 略 | 2 |. 
图 1.2 中 粗 折线 的 纵 坐 标 是 


有 
max A,.Y' = max Gis YS, 
2 2 了 
f= 三 1 


图 1.2 


局 中 人 2 希望 选择 使 这 个 最 大 值 尽 可 能 小 的 Y .在 图 上 就 是 
点 4 所 代表 的 7 .这 时 
A’B’= in max 4 。 
这 就 是 对 策 的 值 . 
1.11. 2x2 抵 阵 对 策 的 解 
设 2 x 2 窍 隆 对 策 的 文 付 矩 阵 古 
33 。 


(人 (1.68) 
如 果 对 策 有 和 鞍点， 立即 得 到 纯 策 略 解 . 
在 没有 鞍点 的 情况 下 ， 通 过 两 行 互 换 或 两 列 互 换 ， 也 就 是 通 


过 局 中 人 1 或 2 的 两 个 策略 的 编号 的 互 换 ， 我 们 不 难 发 现 ， 只 须 


考虑 以 下 的 情形 ， 
a<b, a<e, 4d<b, de 
这 时 ， 对 策 必 有 混合 策略 解 . 
设 和 ”= (x*,] 一 x*),Y*=(y*,1 ys) 分 别 是 局 中 人 1 和 32 
的 最 优 混合 策略 ， 其 中 


0 <x*<1, 0<y*<1. (1.69) 
根据 1.8 节 的 定理 1.6， 因 为 
x*>0, 1-x*>0, y*>0, 1- y*>0, 
于 以 ， 如 果 以 v 表 示 对 筑 的 值 ， 必 有 

X*A., =y, 
X*A ,= 

Al.Y*’ =wv, 
A,,Y*’ =yv, 


把 这 四 个 方程 用 矩阵 的 元 素 写 出 来 ， 就 是 
ax* +c(l— wx*)=v, 
bx* +d(ll—x*)=wv, 
ay* +b(1— y*) =v, 
cy* +ad(l— y*)=yv., 

由 部 两 式 可 得 


二 .70) 
由 后 两 式 可 得 
*- -70 
yo rab 1.7D) 
然后 就 可 求 得 
s 34». 


ad -bo 


?7 Tt+ad-—-pb—ce’ (1.72) 
(1.70) ，(1.71) 和 (1.72) 就 是 对 策 (1.68) 当 它 不 存 
在 鞍点 时 的 最 优 策 略 和 值 . 
这 些 公式 对 于 
GZ 盖 D， a>c, d>0, CC 
的 情形 同样 适用 . 


对 于 没有 鞍点 的 2 x 2 矩阵 对 策 ， 在 [28] 中 讲 到 一 种 非常 有 
趣 并 且 很 容易 记忆 的 解法 ， 我 们 现在 来 加 以 介绍 .例如 


4= 3 ). 
首先 从 第 1 列 的 元 素 减 去 第 2 列 的 对 应 元 素 ， 得 到 
1-— = 一 3 
3 一 (一 2) 5 . 
然后 ， 将 得 到 的 两 个 数 取 绝 对 值 并 互 换 位 置 
一 5 
5 }{ 3 * 
5 和 8 之 比 就 是 局 中 人 1 的 最 优 策略 


X*= (Xt) = (x*,1— x*) 


中 x 和 和 x; 之 比 .于 是 我 们 得 到 


1-3 4 一 (一 2》 
\ 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 、 


然后 ， 将 这 两 个 数 取 绝对 值 并 互 换 位 置 ， 
.。35。 
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6 2 
6 与 2 之 比 就 是 局 中 人 2 的 最 优 策略 

Y*= Cy, ya2) = (yy*,1— yy") 
中 yy 与 y; 之 比 .我 们 得 到 


容易 算出 ， 对 策 的 值 是 
v= XX*AY** = 7. 


利用 公式 (1.70) ，(1.71) ，(1.72) 计算 ,结果 完全 相同 。 


1.12. 3x3 和 矩阵 对 策 的 解 


我 们 现在 用 重心 坐标 来 表示 单纯 形 S* 中 的 点 己 = (Yi Xi, Xs)， 
这 里 


XI 宇 0， Xs 这 0， Xx 之 0， (1.73) 
Xi+Xo+ N= 1. (1.74) 
在 一 个 等 边 三 角形 123 中 ， 设 中 垂 线 长 为 1 ， 并 设 这 个 三 角 
形 中 每 一 个 点 X 到 1，2 ，3 三 个 顶点 的 对 边 的 距离 分 别 为 ， 
xi ta 则 xxx 满足 (1.73) 和 (1.74〉; 人 参看 图 1.3. 因 此 ， 
就 已 《x1,x,,%3》〉 作 为 了 的 坐标 ， 称 为 重心 坐标 . 
顶点 1 的 重心 坐标 是 (1,0,0) . 同 
样 ， 顶 点 2, 3 的 重心 坐标 分 别 是 (0,1， 
0) 和 (0,0,1) . 闭 三 角形 中 全 部 点 的 集 
合 就 是 S: .又 ,三 角形 的 三 条 边 23,31， 
12 的 方程 分 别 是 
X=0, xX,=0, Xs=0. 


设 3Xx3 甜 阵 对 策 的 支付 矩阵 是 
es 36 。 


A= | co 22 | 
他 31 他 32 他 33 
对 策 的 值 是 
| XA 
v= max min XA.;=max min( XA., 1 《1.75) 
AESR, 1&9 AXES, | 
XA.,, 
考虑 等 式 
XA., = XA.,, (1.71) 
XA.,= XA.s, 《1.77) 
XA.s= XA.,. (1.78) 


每 一 个 等 式 代 表 一 条 直线 ， 它 将 整个 平面 分 成 两 个 半 平 面 〈 可 以 

把 三 角形 以 外 的 点 看 做 是 满足 条 件 (1.74) 而 ,xz,xs 三 数 中 有 

一 个 或 两 个 取 负 值 的 点 ) .例如 等 式 (1.76) ， 它 将 整个 平面 分 成 

两 个 半 平 面 .一 个 半 平 面 中 的 点 六 满足 条 件 
XA,.<XA.,, 


另 一 个 半 平 面 中 的 点 和 满足 条 件 
XA.,>XA.,. 


对 于 等 式 (1.77) 和 (1.78) ,情况 也 一 样 。 | 
(1.76), (1.77), (1.78) 三 条 直线 或 交 于 一 点 ， 或 孔 相 平行 ， 


它们 将 整个 平面 分 为 RR,, 民 ,, R, 三 个 区 域 ， 见 图 1,4, 在 RR 中 ， 
mn ,人 4. f = XA., 1$ 


lcj 

在 ,中 ， 
min ,X4. ) = XA..,, 
了 二 

在 KR, 中， 


min ,<4. ; =A.,. 
1<1 


3 
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ee 一 一 一 


因此 ，(1.75) 可 以 改写 为 


v= max min, XA., = max{ fa As, 
XX XA.,, INaAx 2 (1.79》 
XEysPnRey XeEsanRs ， 
我 们 应 当先 计算 
InNax XA.), 7=1,2,3, (1.80) 
xéssNR 


然后 把 算出 的 值 进 行 比较 ， 取 其 最 大 者 ， 即 为 v. 

由 于 Ss [1R; (7=1,2,3) 是 是 多 边 形 (在 特殊 情况 可 以 是 一 个 
直线 段 ， 或 一 个 点 ， 或 空 集 ) ， 一 次 测 数 X4. ,在 凸 多 边 形 域 上 
只 可 能 在 顶点 处 取得 其 最 大 值 , 因 此 , 只 须 计 算 X4. 在 有 关 的 顶 
点 处 的 值 ， 进 行 比较 ， 其 最 大 者 就 是 ". 在 比较 的 过 程 中 ， 同 时 也 
就 求 得 了 局 中 人 1 的 最 优 策 略 . 

求 得 对 策 的 值 v 以 后 ， 就 不 难 用 类 似 的 方法 计算 局 中 人 2 的 
最 优 策 略 Y. 我 们 有 


v= min max A,,Y" 
YES, Le 


e 38 .e 


| AY! 
= min 
ves, ax Ar 


\ A,.Y! 
min{ 4 

re 4 .VY' 
其 中 TT 了 ,了 T 分 别 是 使 得 一 次 函数 4,.Y' ,4,.Y"' ,4A;.Y' 在 三 者 
中 为 最 大 的 区 域 .只 须 计算 4, .7' 在 有 关 的 顶点 处 的 值 ， 进 行 比 
较 , 其 最 小 者 必 为 v. 而 取得 最 小 值 " 的 点 了 就 是 局 中 人 2 的 最 优 
策略 . 

例 7. 我 们 来 计算 1.9 节 例 6 中 对 策 的 值 和 最 优 策略 .支付 矩 

阵 是 


3 5 8 
B= | 4-3 2|. 
3 2 3 
为 了 计算 简便 ， 对 矩阵 B 的 每 个 元 素 加 上 一 个 常数 -3, 得 到 
0 2 0 
A= |1 -6 1 
0 -1 0 ， 
现在 求解 矩阵 对 策 4. 我 们 有 
XA., = wx,, 
XA.,=2x' — 6%, — Xa, 
XA.,= -xX,. 


直线 X4.: = XX4., 的 方程 是 
2x%1 一 7%y 一 Xs 二 0，。， 或 3x1 一 6x, = 二 1 
直线 X4.:=X4.3 的 方程 是 
2% 一 5X 一 % =0， 或 3x1 一 4X, = 1s 
直线 X4.s=X4., 的 方程 是 


Xx, = 0., 


在 图 1.5 中 务 出 了 min XA4. 分别 等 于 XA.,., X4. 和 XL4.， 


e 39 。 


的 三 个 区 域 尺 ， :Re Ks, 


图 1.5 
计算 x4., 在 (1,0,0) 和 ( 诗 ,0. 台 ) 处 的 值 ， 


(1,0,0) (0,1,0)"= 0， 


1 2 + - 
(5,0,3) (0 ,1,0) 入 


再 计 算 X4.: 在 ( 忌 , 了 ， 0 ) (0,1,0),(0,0,1) 处 的 值 ， 


5 2 1 2 
(7;7,0)2 -6D' = -7 
(0,1,0) (2,-6,-1)"= 一 6， 
(0,0,1) (2,—6,—1)" =-1. 
比较 以 上 五 个 等 式 ， 我 们 得 到 和 窍 阵 对 策 4 的 值 是 
v4 =0, 


局 中 入 1 的 最 优 策略 是 


1 2 
X* = (1,0,0), X=( 坊 ,0, 瑟 ). 


以 下 再 来 计算 局 中 人 2 的 最 优 策略 ,我 们 有 
。40 。 


《1.81) 


《1.82) 


ee 


4 .YY =2y,，, 
A,.Y' = 一 6372 一 ya 
A,.Y "= 一 ya。 
直线 4,.Y" = 4,.Y' 的 方程 是 
3 一 87y2-ys=0， 或 2y1 一 7y,=1; 
直线 4,.Y" =4A,.Y "的 方程 是 
Yi 一 52 一 Y=0， 或 2 一 47y2=1s 
直线 4,.Y' = 4 .Y 的 方程 是 
yz=0. 
在 图 1.6 中 画 出 了 max 4 .Y 分别 等 于 4,.Y',4,.Y' 和 


4，,.Y' 的 三 个 区 域 T, ,了 T,,7',. 


计算 44.Y' 在 (0,1,0),(0,0,D,( 豆 ,0 ,到 ), (全 ,本 ,0 ) 处 


的 值 ， 
(0,2,0) (0,1,0)" =2, 


(0 ,2,0) (‘00,1)7 =0, 


es 41 e 


1 TAN 
(0,2,0) (过 ,0, 喜 ) 一 0 ， 

8 1 上 2 
(0,2,0) (53,3.0) ”9， 


再 计算 4..7Y "在 (1,0,0) 处 的 值 : 
(1,-6,~1) (1,0,0)" =1. 
比较 以 上 五 个 等 式 ， 我 们 得 到 局 中 人 2 的 最 优 策略 是 


1 
Y*= (0,0,1), Y=(3,0,3). (1.83) 


回 到 原来 的 矩阵 对 策 B, 根 据 (1.81) , (1.82) ，(1.83) ,我 
们 得 到 对 策 B 的 值 是 
vp = 3; 


局 中 和 人 1 的 全 体 最 优 策略 是 XY + (1 一 入 XX#, 0 志和 <1, 即 
1 2 
NC1,0,0) + (1 -WN(B,0,B), 0<n<1. 


局 中 人 2 的 全 体 最 优 策略 是 WY 车 (1 一 内 了 ,0 之 4 过 1, 邯 


1 1 
4(0,0,1)+ (1 -内 ( 言 ， 0 ,互让 ， 0 ue1. 


如 4d2 ‘ 


2.1. 零 和 二 人 无 限 对 策 


此 阵 对 策 最 简单 的 推广 ， 就 是 把 每 个 局 中 人 的 策略 集 从 一 个 
有 限 集 换 成 一 个 无 限 集 ， 例 如 换 成 一 个 区 间 [0,1] 中 的 全 体 实 数 . 

局 中 人 1 工 从 区 间 [0,1] 中 选择 一 个 数 x, 局 中 人 2 完全 独立 地 
从 区 间 [0,1] 中 选择 一 个 数 y.x 和 ?7 称 为 局 中 人 工 和 2 的 纯 策 略 . 
选 定 x，y 后 ， 就 确定 了 对 策 的 一 个 局 ， 其 结果 用 一 个 支付 函数 
P(x,y) 来 表示 .局 中 人 1 得 到 支付 P(x,y) ， 局 中 人 2 得 到 支付 
-P(x%,y)， 或 者 说， 局 中 人 2 付 给 局 中 人 1 P(x,y). 

这 种 对 策 称 为 无 限 对 策 . 由 于 局 中 人 1 ,2 得 到 的 支付 之 和 和 恒 
为 零 ， 所 以 这 种 无 限 对 策 也 是 零 和 二 人 对 策 . 

例如 ， 局 中 人 1 ,2 互相 独立 地 从 [0,1] 中 分 别 选择 一 个 实数 
%yy 支 付 国 数 是 

Plx,y) = (X 一 2) 

这 样 确定 的 对 策 就 是 定义 在 正方 形 0 x 志 1, 0 委 ? 委 1 上 的 一 个 
零 和 二 人 无 限 对 策 . 

对 于 局 中 人 1 选 定 的 一 个 国定 的 xE[0,1], 他 至 少 可 以 得 到 支 
付 

,了 地 Plx,y). (2.1) 

局 中 人 1 希望 支付 越 大 越 好 ,因此 ,他 将 选择 xE€ [0,1 使 得 上 面 


这 个 最 小 值 为 最 大 ， 即 
max min P(x,Yy). (2 .2) 


0 Oy 人 1 


不 论 局 中 人 2 采用 什么 策略 ， 局 中 人 1 至 少 可 以 得 到 支付 (2.2)， 
| 43 。 


i 


同样 ,对 于 局 中 人 2 选 定 的 一 个 固定 的 yE50,1], 他 最 多 付出 
Inax Plx,y). 


局 中 和 让 小 地 因此 ， 他 将 选择 yE [0， 1] 使 得 上 面 
这 个 奴 大 值 为 最 小 ， 县 
i max P(x,y). . (2.3) 


不 沦 局 中 人 工 采用 什么 策略 ， 局 中 人 2 最 多 付出 (2.3) .或 者 
说 ， 局 中 人 1 得 到 的 支付 不 会 超过 (2.3). 
同人 矩阵 对 策 的 情况 一 样 ， 下 面 的 不 等 式 必 定 成 了 并: 


max min P(x,y)< min max P(x,»). (2.,4) 
SYS Oye1 Eyal Orel 
证 明 的 方法 也 完全 类 似 、 
如 果 
max min Plx,y)= min max P(x,»), (2.5) 
1 0YE Eyl 04 
则 存在 点 (x*, y*) Er0,1]XL[L0,1], 使 得 不 等 式 
P(x, y*) P(x*, y*) P(X*, y) (2.6) 


对 于 一 切 x E50,1j 和 一切 yE€50,1J 成 立 . 
这 时 ， 称 (x*,y*) 是 支付 阔 数 P(x,y) 或 对 策 的 一 个 鞍点 ， 
P(x,y) 在 鞍点 处 的 值 
: v=P(x*, y*) (2.7) 
称 为 对 策 的 值 .我 们 有 


max min P(x,»y) =P(x*,y*) = 
jl 001 


_ min max P(x,»), 
Eyl OgxXol 


max P(x,y*) = P(x* y*) = min Plx*,y),. (2.8) 


1 


2.2. 混合 策略 


现在 ， 如 果 (2.5) 式 不 成 立 ， 则 (2.4) 式 中 的 “小 于 ”号 成 
和 44 站 


芯 ， 即 


max min Px:y)< mn max P(x,y). 
OX 0<y<i 0<y<1 cx<l (2.9) 


这 时 ， 我 们 就 要 像 和 矩阵 对 策 的 情形 一 样 ， 引 进 混合 策略 的 概 
念 . 局 中 人 的 一 个 混合 策略 就 是 定义 在 [0,13 上 的 一 个 分 布 函 
数 忆 (xz) :对 于 每 一 个 xE [0,1],F Cx) 是 用 某 种 随机 的 方法 选 出 的 
数 小 于 或 等 于 %* 的 概率 ,也 就 是 随机 变量 的 值 小 于 或 等 于 x 的 概 
访 ，: 


F(X) = pr{Ex}. \2 .10) 
当 %= 0 时， 定义 (0) = 0 , 即 : 
F(0) = prié<0}= 0. (2.11) 
由 定义 有 
FD) -FQ) = pr{a<é <)}, (2.12) 
Fb) -FF(0) =pr{0 <E<Db}. (2.13) 


每 一 个 由 (2.10) 和 (2.11) 定义 的 分 布 通 数 已 (x), 或 称 为 累 
积分 布 函 数 ， 必 具有 以 下 几 个 性 质 ， 

(1) FW) 非 负 ， 即 

P(X)>0,， 0 委 X 安 1. 

(2) FF(0)=0, F(1)=1. 

《3) (Ww) 是 x 的 韭 减 沂 数 ， 妈 ， 当 x ,x,€ [0,1] 且 %, < 过 x 
时 ， 

F(x) EF (x,). 
(4) 万 (wx) 在 (0,1) 内 右 连 续 ， 即 
F(Xot0)= FX), 0 CX%o<1, 

最 后 一 个 性 质 的 证 明 如 下 设 xoE (0,1) ,6 汪 0, 则 由 分 布 函 

数 的 定义 有 
Flxoto) -F(X0) = Byzy{fwo<E<x+dG， 

当 6-~ 0 时 ， 满 足 Yo<xs 生 xzo+6 的 点 % 的 集 趋 于 空 集 为 其 极限 . 因 
尼 ， . 


* 45 。 


prixo<ECxXo+ 6}->0, 
从 而 
F(X +O—F (YX). 

这 就 证 明了 F(x) 在 (0,1) 内 任何 一 点 处 是 右 连 续 的 ， . 

上 面 说 明了 每 一 个 分 布 函 数 F(x) 具 有 () 至 (4) 四 个 性 质 . 反 
之 ， 根 据 分 布 函 数 的 理论 ， 满 足 (1) 至 (4) 四 个 条 件 的 每 一 个 函数 
F(X) 是 一 个 分 布 遂 数 . 

我 们 回 到 无 限 对 策 的 混合 策略 ， 

当 对 策 的 支付 函数 已 (x, y) 满 足 不 等 式 (2.9) 时 ， 局 中 全 ， 
2 分别 按 分 布 通 数 F(x)，G(y) 在 区 间 [50 ,1 中 选择 策略 . 巨 (Y)， 
G(y) 就 是 局 中 人 1 ，2 的 混合 策略 . 

如 果 局 中 人 1 采用 纯 策 略 x， 局 中 人 2 采用 混合 策略 G(y)， 
则 局 中 人 1 得 到 的 支付 的 期 望 值 是 


[Pw, 946y), 


这 里 的 积分 是 斯 蒂 尔 杰 积 分 . 
同样 ， 如 果 局 中 人 2 采用 纯 策 路 y， 局 中 人 1 采用 混合 策略 
F(X)， 则 局 中 人 1 的 期 望 支付 是 


| Plx, yaF (x). 


如 果 局 中 人 1 ，2 分 别 采 用 混合 策略 (x)，G(y)，、， 则 局 中 
人 1 的 期 望 支付 是 


E(F,G) = | | PC, war) dG(y). (2.14) 
局 中 人 1 希望 这 个 期 望 支付 越 大 越 好 . 如果 他 选用 某 个 混合 
策略 ( 即 分 布 函 数 )F(x)， 他 的 期 望 支付 至 少 是 


min El(F,G)., 


局 中 人 1 可 以 选择 F(x) 使 上 式 为 最 大 .这 就 是 说 ， 他 可 以 保证 期 
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望 支 付 不 小 于 
vy = max min E(F,G). (2.15) 
以 上 的 最 小 值 和 最 大 值 都 是 在 全 体 分 布 函 数 的 集 上 取 的 . 


同样 ， 局 中 人 2 可 以 使 局 中 人 1 最 多 得 到 期 望 支付 
=min max EF(F,G). (2.16) 


我 们 假定 v， v, 都 存在 . 
容易 证 明 ， 
vi=mnaxmin E(F,G)<min max E(F,G)=v,. (2.17) 
EE G G F 
证 明 与 1.4 节 中 的 定理 1.2 的 证 明 相 类 似 . 


2.3。 连续 对 策 


在 一 般 情形 ，(2.17) 中 的 等 号 不 一 定 成 立 . 我 们 现在 不 加 证 
明 地 叙述 下 列 关 于 无 限 对 策 的 基本 定 理 . 证 明 可 参看 [16] 或 
[25] . 

定理 2.1. 设 无 限 对 策 的 支付 函数 P(x， 》) 是 定义 在 0 EXR 
1 ，0 三 y 三 1 上 的 连 壬 函数 ， 则 


= max min| | Pes,y)aF (waG(y) 
EF 好 0J 0 
和 
v= min max| | Px, yaF (acy) 


存在 且 相 等 . 
我 们 称 支 付 函数 是 连续 函数 的 无 限 对 策 为 连续 对 策 . 在 本 
章 的 余下 部 分 中 ， 除 特别 注 明 者 外 ， 我 们 要 讨论 的 都 是 连续 对 
当 v = v2 时， 我 们 称 它 们 的 公共 值 w = 2oi = 2 为 对 策 的 值 ， 也 
就 是 局 中 人 工 应 得 到 的 期 望 支 付 . 这 时 存在 局 中 人 1 工 和 2 的 最 优 
混合 策略 F*(x)，G*(y)， 使 得 不 等 式 
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EF,O*) EPF* GCG*) EECF*, GOG) (2.18) 
对 了 于 一 切 分 布 函数 严 和 和 GC 成 立 . 同 窍 阵 对 策 的 情形 一 样 , (fF*,G*) 
称 为 已 ( 玉 ,G) 或 连续 对 策 的 一 个 散 点 ， 或 称 为 对 策 的 一 个 解 . 


2.4。 最 优 策略 的 性 质 


首先 ， 我 们 证 明 连 续 函 数 关 于 分 布 琐 数 积分 的 一 个 性 质 . 
定理 2.2. 设 f(x)、g(y) 是 [0,11 上 的 连续 冰 数 ，F(x)， 
G(ly) 是 分 布 通 数 ， 则 


max| f (#)4F (x) = Inax f(xX), (2.19) 
F J 0 1 
min| g (40y) = min g(y), (‘2.20) 
证 明 . 设 
则 
f(r), ORrSE1., 
对 于 每 一 个 分 布 函数 已 (xz%)， 有 
f(a) = 人 7 (@) dB (%) >| ren aF(%), 
因此 ， 
f(a) >sup| f (Ww)AF (%). (2.22) 
现在 考虑 一 个 特殊 的 分 布 函数 ， 即 阶梯 函数 
0 ， 0<Y<2w， 
TCD ={ 1 Za<cX<8。 
我 们 有 
sup| f (aF (%) >| far, (%). (2.23) 
容易 验证 ，  、- 
人 7 (Wala(%) = 了 CC) 。 (2.24) 


‘8 « 


由 (2.22)，(2.23)，(2.24) 得 到 
sup| f (5) 4dF (x) = | 7 (x)dIa(x)= f(a). (2.25) 


这 就 是 说 ， 当 F(x) = T。(x) 时 ， | f waF (x) 达 到 它 关 于 的 上 
确 界 ， 上 且 其 值 为 1 (4)， 即 
sup| f 4dF Cw) = max| f (AF (0). : (2.26) 
型 (2.26)，(2.25)。(2,21) 即 得 
max| fAF CN) = max f(x). 
E 0 0 人 ll 
同样 可 证 
min | gcy)2GCy) = min &(7Y) ， 国 
这 个 定理 说 明 ， 连 续 函 数 关 于 混合 策略 的 最 小 (大 ) 值 与 函数 
本 身 的 最 小 (大 ) 值 相等 . 它 是 第 一 章 1.6 节 中 (1.27)，(1.28) 式 
的 推广 . 


利用 定理 2.2， 可 将 定理 2.1 改写 成 另外 一 种 形式 . 
因为 


max| fAF(x) = max 三 5)， 
F 0 De 1 


知 地 
max| [| (x, yadCr(y) | (CX) 
- max | 已 (xy)4G(y) ， (2.27) 
关 而 


min max| | Plx, yAdG(Yy)aF (x) 
人 F vd 


= Min max | .Por,y) dGy) 


G ex 人 el 
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= max x| Px, YAG*(y). (2.28) 
同 理 
max min| | Pu, AF (x)AGY) 


= INax min | P(x, yaF (xX) 


F 0 


= min n | Pow, WAP*%). (2.29) 


dey 


因此 ， 我 们 可 以 把 关于 连续 对 策 的 基本 定理 即 定理 2.1 改写 
成 下 列 形式 ， 


max | P(X%, yaAG* (yy) = EC(F*,G*) 


Dm 


= min n | Po, yAF*(x), (2.30) 


其 中 F*Cx)，G*《y) 分 别 是 局 中 人 1 ，2 的 最 优 混合 策略 . 
下 面 是 对 应 于 第 一 章 和 矩阵 对 策 中 定理 1.6 的 关于 连续 对 策 的 
定理 . 
定理 2.5. 设 忆 (zx,y) 是 正方 形 0 委 xx 和 1，0 委 y 和 1 上 沁 
续 对 策 的 支付 函数 五 (5)，C(Cy) 分 别 是 局 中 人 1 ，2 的 混合 策 
略 * "是 对 策 的 值 . 
(1) 设 G*(y) 是 局 中 人 2 的 一 个 最 优 策略 . 如 果 对 于 某 一 
个 xoE[0，13 有 
| zc， AG* CY) <o, 
则 
pr {&= xo} = 0. 
(2) 设 F*#(z) 是 局 中 人 1 的 一 个 最 优 策略 ， 如 果 对 于 菜 一 
个 y, E50,1J 有 


| Po yOAP*(%) >v, 


es bb 。 


则 
pr{1= yo} = 0. 
证 明 . 我 们 只 证 明 (1). 
因为 G*(y) 是 局 中 人 2 的 最 优 策略 ， 所 以 


| Ps, dG*(y) <o. 


5, = { 和 (Pox, waG*(y) < 


S, = { x: | Pex, wacr ty) = 小 
设 F*(wx) 是 局 中 人 1 的 一 个 最 优 策略 ， 则 
v= | [人 ee, wacr cw Jar* (%) 


=|:. [| Pe, waer cy) Jar* ew 
+ 上 E ， [Po WaG*Cy) |ap*(w) 
=|s, [| Pes, wac* cw Ya 


十 2 | ao 


由 此 有 
中 1 -| ap*(x) |= |: [| Pow, yac* cy) JAF*(%) ， 
。 
y [sdF*) -|: ， [fiPes, waG* cy) |ar* cw), 
或 


|:.[»- | Ps, ac* cy) |ar* os) =0. 
当 Y=% ES 时 ， 


es bl» 


o- | P(x, wdc*(y)>0. 
上 面 最 后 一 个 等 式 中 左边 积分 的 对 应 于 xo 的 部 分 为 
[ J {Pex, ac* cw | [天 Cx) — F*(x, — 0) | =0. 
因此 ， 
pr{E= x = (Yo) — F(x — 0)=0., | 

对 应 于 定理 1.7， 连 续 对 策 有 下 列 定 理 . 

定理 2.4. 设 已 (yx ,y 是 正方 形 0 委 Y% 和 1，0 委 y 委 1 上 连续 对 
策 的 支付 函数 ，F(x)，G(y) 分 别 是 局 中 人 1 ，2 的 混合 策 略 ? 


v 是 对 策 的 值 . 
(二 ) 分 布 函数 F*(x) 是 局 中 人 1 的 最 优 策略 的 充 要 条 件 是 


v<| Pir, War*c), 0<y<1. 
( 2) 分布 函数 G*(y) 是 局 中 人 2 的 最 优 策略 的 充 要 条 件 是 
(Pow, WaGr ey) 一， 0<x<1. 
证 明 . 我 们 具 证 明 (1)， 
必要 性 ， 由 (2.30)， 
v= min | Pos, aps). 


0 1 


因此 。 
o<| Pee, pars), 0 委 》<1， 
充分 性 . 假定 
ou 二 | PC, arr), 0< 和 7 和 1. (2.31) | 
设 (F°,G°) 是 对 策 的 一 个 鞍点 ， 即 
E(F,G)<E(F°,G)<E(EF",G) (2.32) 


对 于 一 切 分 布 函 数 和 G 成 立 . 
我 们 要 证 明 ，(F*,G") 是 对 策 的 一 个 鞠 点 。 


* bo.. 


(2.31) 式 两 端 对 任意 分 布 函数 GC(y) 积 分 ， 得 到 


| ac =» <ECF*,0). 02.33》 
特别 有 
vy EF*,G°). (2.34) 
" 由 舱 点 的 定义 (2.32) 知 ， 
EC(F*,G°) EC Ge) = 中 (2.35) 
| 由 (2.34) 和 (2.35) 有 : 
万 (Fe ,Go) =E(F°,G°) =v. (2.36) 


结合 (2.32)，(2.36) 和 (2.33)， 即 得 
E(F,G’)<E(F*,G°) ECE,G), : 
这 就 证 有 明了 (FF*,G") 是 对 策 的 一 个 鞍点 .因此 ,5*(x) 是 局 中 人 1 
的 一 个 最 优 策略 . 图 
例 1.” 设 连续 对 策 的 支付 函数 是 
Plx,y)= -3 ，0<x 巡 1，0 委 7y 扫 1. 


在 这 个 对 策 中 ， 对 策 的 值 是 一 ， 局 中 人 2 的 最 优 策 略 是 一 


个 纯 策略 y= -二 。 局 中 人 1 的 最 优 策略 是 以 相等 的 概率 选择 = 


0 和 xx=1、 即 
G*(y) =JT1(y), 


1 ，1 
FP* (Cx) = -a Tol%) t+-o 11(%). 


下 面 我 们 来 验证 这 些 事 实 。 (参看 后 面 的 2.5 节 ，) 
首先 ， 我 们 有 


max | Pw, 9 AG*(y) = max | -yar10y) 
0 Dl 0 4 


V1 


2 -十 ) = 
ax(x- 于) = 于， 
其 次 ， 
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min n | Pox, yadr* (Cw) 


ey 


= min | (x— ») 9| 160w) + 二 To | 


DEYyEl dt 


=min [二 0- D+ 2 | 


0 y 1l 


-| 
rok 


我 们 得 到 
2 .7 小 六 I _ 四 
max | cx ydG*(y) = min | (%— YYD EXZ) 。 


be 
因此 ， 根 据 (2.30) 式 ， 

| G* (yy) =T1(y) 
和 


EY (%) = 二 Tx) + 宇 -T1(%) 
分 别 是 局 中 人 1 和 2 的 最 优 策略 ， 且 o= 一 是 对 策 的 信 ， 


2.5。 凸 对 策 


单位 正方 形 上 连续 对 策 的 支付 函数 如 果 对 于 其 中 一 个 变量 来 

说 是 个 凸 函数 ， 这 种 对 策 叫做 上 是 对 yo 
药 ， 或 者 叫做 具 丁 支付 函数 的 对 策 . 

首 和 洛 介绍 凸 函数 的 定义 ， 
定义 . 设 f(y) 是 定义 在 [0， 

1 ] 上 的 函数 . 如果 对 于 每 一 对 yy,， 
22SL0, 1]J 和 每 一 个 ^, 0 M1， 
有 

JOYyi+ Ny) EN Cy) 


ss bl » 


rr 


+ (= 入 Cy》， (2.37) 
则 称 f(y) 是 区 间 [ 0 ，1 上 的 凸 函数 . 

如 果 当 0 < 和 < 时 (2.37) 式 中 恒 成 立 严 格 不 等 号 则 称 
f(y) 是 严格 是 函数 . 

严格 凸 函 数 的 几何 意义 是 这 样 的 ， 连 接 函 数 图 形 上 任意 两 点 
所 成 的 纺 ， 永 远 位 于 函数 图 形 的 上 方 . 见 图 2.1. 

设 单位 正方 形 上 连续 对 策 的 支付 函数 是 P(x,y). 以 下 我 们 
假定 ， 对 于 每 一 个 x*，P(x,y) 是 y 的 严格 同 函 数 . 我 们 将 在 本 节 
中 确定 这 一 类 连续 对 策 的 解 . 

引 理 。 设 函 数 P(x,y) 在 单位 正方 形 0 委 y 委 1，0 < 委 》 到 1 
上 对 于 x 和 yy 都 连续 , 如 果 对 于 每 一 个 YE [0，1i1]，P(wx,y) 是 > 
的 严格 凸 函 数 ， 则 由 积分 所 定义 的 函数 


由 (7) = | Pix, war Cx) 


是 y 的 连续 沙 数 ， 并 且 也 是 y 的 严格 晤 函数， 式 中 五 (x) 是 任意 分 
布 函 数 ， 
证 明 . 先 证 $(y) 的 连续 性 . 
因为 P(x,y) 关 于 y 连续 ， 对 于 任意 8s>0 ， 必 存在 6>>0， 
当 |y, 一 yj 之 6 时 有 
[P(x,y.) — Pl%,Y,)|<e. 
因 比 ， 


by) -$b(y,)|= | | P(x,y) aF (x) 一 | P(x,y,)adaF(x) 


<|| P(x,y) - PO, y,) |aF C0%) 


<e| ar (%) = &, 


这 就 证 明了 6 (y) 的 连续 性 . 
下 面 证 明 6(y) 是 y 的 严格 百 防 数 。 
设 0<s<1,5 则 
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BAYV +《T -My,) = [Pry + (1 ~ yd4F (%) 
< [Pen 十 (一 入 ) 己 (yy) Jar (x%) 


= Plx, yadD CN) + (1 -MN) | Pow, yaF%) 


= CY) + (1 -NPYy2). 

这 就 证 明了 g(y) 是 y 的 严格 凸 冰 数 ， 中 

下 面 我 们 讨论 凸 对 策 的 解 . 

定理 2.5. 设 单位 正方 形 上 连续 对 策 的 支付 函数 是 P(x,y)， 
并 设 P(Gx,y) 对 于 每 一 个 % 是 y 的 严格 凸 函数 ， 则 局 中 人 2 的 最 优 
策略 是 一 个 纯 策 略 ， 并 且 这 个 纯 策 略 是 局 中 人 2 的 唯一 的 最 优 策 
路 ， 

证 明 . 由 2.3 节 中 的 定理 2.1 可 知 ， 对 策 必 有 解 . 设 F*(%) 
是 局 中 入 1 的 一 个 最 优 策略 ,G*(y) 是 局 中 人 2 的 一 个 最 优 策 略 ， 
罗 是 对 策 约 值 ， 则 由 (2.30) 式 有 


v= | | Pe, War* (WaGr CO 


= min | Pew, yaF*%). (2.38) 
[和 
根据 本 节 的 引 理 ， 
| Pooarro (2.39) 


在 区 间 [ 0 ，1] 上 是 y 的 严格 凸 函数 ， 因此 ， 它 在 区 间 [0，1] 
中 唯一 的 一 点 处 取得 最 小 值 ww 假定 这 一 点 是 y”. 

由 此 可 知 ，»* 是 局 中 人 2 的 最 优 纯 策略 ， 它 是 使 得 (2.39) 
为 最 小 的 y， 对 于 这 个 y*， 

pr{n= y*}>0. 
根据 上 节 的 定理 2.3 的 〈( 2) ， 必 有 
Min {Po yaF* (x) = | Ps, yaF*C) = 9。 
而 对 于 所 有 其 他 的 yEL0， 1]， 有 
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一 


| Per， AFP* (YX) >>, 


这 时 必 有 
pr {1= y} =0 
( 仍 根据 定理 2.3) . 因此 ，y* 即 Ty*(y) 是 局 中 人 2 的 唯一 最 
优 策略 . | 


利用 这 个 定理 ， 可 以 求 出 唔 对 策 的 值 vz 和 局 中 人 2 的 最 优 筑 
略 y*. 我 们 有 


v=min max | [| Pw, ac Jar ow. 
根据 上 节 的 (2.27)， 将 上 式 改 写 为 
v= min max (Ps, Wacoy). 
全 CT 0 
已 知 局 中 人 2 有 一 个 最 优 纯 策略 ， 所 以 
y= min max | P(x, al, (y) 


ul OF El 


=min maxP(%,y) =maxP(x, y*). ， 
O00] 0 和 二 1 :| 


我 们 得 到 
定理 2.6. 在 定理 2.5 的 假设 条 件 下 ， 同 对 策 的 值 是 
7 = = min max P(x,y). (2.40) 


由 以 上 的 讨论 可 知 ， 凸 对 策 中 局 中 人 2 有 唯一 的 一 个 最 优 策 
上 路， 这 个 最 优 策略 是 一 个 纯 策略 y*， 它 满足 
v= min max P(x,y) = max P(x, y*). (2.41) 


Ol Ol 
现在 我 们 考虑 局 中 大工 的 最 优 策略 . 分 三 种 情形 ， 
(i) y*=0, 由 (2.41) ， 


maxP (x,0) = vy. (2.42) 


因此 ， 对 村 每 一 个 xE[0， 1J， 有 | 
P(X,0) yy. 


ep oo - 


设 
So={xo: P(xo,0) =v}, 
: Si={x: Plxi,0)<v}. z 
我 们 有 SoU Si=[0，1]. 以 下 我 们 证 明 ， 存 在 局 中 人 工 的 一 个 
最 优 纯 策 略 . 根据 2.1 节 的 (2.8) 式 ， 这 就 是 说 ， 存 在 x。€E 5。， 使 
得 
min P(xo,y) =v= P(X,0), 
也 就 是 说 ，P (x。o,y) 在 y = 0 处 非 减 . 
因 若 不 然 ， 设 对 于 每 个 YoE So， Plxo,Y) 在 y= 0 处 单 调 递 
减 ， 则 在 y= 0 的 一 邻 域 内 有 小 于 P(x%,,0) 的 已 (sy) 值 . 这 就 
是 说 ， 对 于 每 一 个 x。€ Se， 存在 6>> 0 ， 当 0 <<y<6 时 ,有 
Plxo, y) P(X0,0) = 9. (2.43) 
又 因 Plx1i,y) 在 Y= 0 处 连续 ， 因 此 ， 对 于 每 一 个 x.ES,， 存在 
c>0， 当 0<y<9 时 ， 有 
Plx1, y) <v. (2. 44) 
把 (2.43) 和 (2.44) 合 在 一 起 ,我 们 得 到 ， 对 于 每 一 个 x 
FE0 ，L]， 存 在 6> 0， 当 0 二 y< 过 6 时 ， 有 
P(X%,») <v, (2.45) 
对 于 每 一 个 xz， 定义 6(x) 为 使 得 (2.45) 成 立 的 一 切 6 的 上 确 界 ， 
根据 忆 的 连续 性 ，6(x) 是 定义 在 闭 区 间 [ 0 ，1 Ex 的 连续 函数 . 
又 因 6(x) 恒 为 正 数 ， 所 以 其 最 小 值 也 为 正 数 ， 设 此 最 小 值 为 6o>> 
0 . 
设 y 满足 0 过 y 过 6,。， 则 


maxP (lx,y1) <y. 
ux 1 


由 《2.40) 有 
v=min max P(x,y) <max P(x%, 1)<y, 
0 Rl jl 0 < 
而 这 是 不 可 能 的 . 


因此 ,在 在 x。€ S56, 使 得 P(xo,0)=v， P(x, ,3) 在 7 0 处 
ss ， 


非 减 ， 如 果 -2 -PCz, 轨 存在 ， 则 上 述 结论 就 是 ， 存 在 局 中 人工 


的 最 优 纯 策略 x*EL0，1]， 满 足下 面 两 个 条 件 : 
P(x*,0)=v, 
- Pp(*,0) >0 | (2. 35) 
07 
这 里 己 在 7 = 0 处 关于 ?的 偏 导数 应 理解 为 右 导 数 ， 
(2) %=1， 根据 类 似 的 讨论 可 知 ， 存 在 局 中 人 1 的 最 优 
策略 汪 “EL0 ，1]， 满 足下 面 两 个 条 件 ， 


Plx*,1) =v, 
_0_ pir*,1) <O0. | (2.47) 
sy 


这 里 的 偏 导数 应 理解 为 左 导 激 . i 
(3) 0 二 y* 之 1. 同 情形 (1) 一 样 , 对 于 每 一 个 xE[0? 
1]， 有 


Plx, y*) < (2.48) 
对 于 某 个 xE[0，1t]3， 有 
Plx, y*) 一 沁 。 (2. 49) 
如 果 满 足 (2.49) 的 每 一 个 x 同 时 满足 
Pls,y*) <0, (2.50) 


则 将 得 到 同情 形 ( 1， 中 相同 的 矛盾 .因此 ， 存 在 《%*E[0，1] 
使 得 


Plv*, y*) 二 VY， \ 
0 p(w*, y*) 0. | (2.51) 
Oy : 
根据 类 似 的 论证 可 知 ， 存 在 x* EL 0 ， 1 ] 使 得 
: Plv¥, y* 三 Y， | 
BP <0, | «2.52) 
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考虑 函数 


f 0 =X Be POY + (1-N) 2 P(xY, y*). 


这 是 和 的 线性 函数 ， 并 且 


fo0) = PY,y*) <0, 


f (1) = Py 0 


因此 ,必定 存在 一 个 ec, 0 委 c 委 1 ， 使 得 f (4) = 0 ， 也 就 是 


f (a) = PCY1 ,7y”) 


+ 1- Py =0. (2.53) 


现在 证 明 , 如 果 x* EL[0,11], x*ELD5O0 ,1J 和 a€L0，,，1] 
是 满足 (2.51) ，(2.52)，(2.53) 的 三 个 数 ， 则 分 布 函数 
F*(x)=al *(%) + (1— OT x(%) 


是 局 中 人 工 的 最 优 策 咯 ， 
首先 ， 函 数 
g(y) =aP(lxt,y) + (1 -a) P(xt,Yy) 
显然 是 y 的 严格 凸 函数 . 由 (2.53) 可 知 ，g (y) 的 导数 g'(y) 在 y 
= y* 处 为 0， 
g (yy*) = f(a) = 0， 
因此 ，g(y) 在 y* 处 取得 最 小 什 
gy*) =aP(rt, y*) 十 《 工 一 0) P(xs,y*) 
= Qu+ (TT~-Q)v= vy. 
我 们 证 明了 对 于 一 切 yE€[0，1] 有 
v=g(y*)<e(y) =aPyt,y) + (~0) P(r?,y). 
即 
v<| Pd, dal (1) 十 (1- oI 《7 了]。 


0。， 


根据 上 节 定 理 2.4 的 (1) ， 这 就 证 明了 分 布 函数 
PF* (x) = ol #*(%) + 《1 -OL «(%) 
是 局 中 人 1 的 最 优 策略 . 
现在 把 (1 ) 至 (3 ) 三 种 情形 归结 成 下 面 的 定理 . 
定理 2.7. 在 定理 2,5 的 条 件 下 ， 同 对 策 局 中 人 1 的 最 优 筑 
略 是 下 * (x)， 
(1) 铬 y*=0， 则 
F*(x) = 了 (7x), 


(2.54) 
其 中 x*E[L[0，1] 满 足下 列 条 件 ， 
Plx*,0) =v, 
-9 peor o>0. | (2.55) 
Oy 
(2) 车 y*=1， 则 
F*(x) =I, «CX), (2.56) 
其 中 xyEL[0，1] 满 足下 列 条 件 ， 
Plx*,1) 二 人》 
_0_ p(x*,1) <O0. (2.57) 
0y 
(3) 若 0 之 y*< 之 1， 则 
F*(x) = 0Txw(Z) + (1 -0 Tnx), 0<ael, (2.58》 
其 中 xYEL0， 1j], x.€L0,， 1 ] 和 a 满足 下 列 条 件 ， 
| Plx¥, y*)=v, 
0 水 水 
By P(x1,y ) 之 0， 
Plx¥,y*)=v, 
(2.59》 


- Py") <0, 


a poxt,y*) + (1 -a)—0 POx*, y*) =0. 
0y - Oy 


应 当 注 意 的 是 ， 如 果 对 策 的 支付 函数 已 Ce, 力 是 y 的 凸 函数 ， 
参 61 @ 
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不 是 严格 凸 函 数 ， 则 本 节 的 定理 仍 成 立 ， 但 局 中 人 2 的 最 优 策 略 
不 骨 是 唯一 的 了 ， 
例 2.。 设 正 方形 0 <x 志 < 1， 0 <y<<1 上 连续 对 策 的 支付 
大 P(%,y) = (4 一 3 
N,V = Ny) 。 
因为 
0: 
EE 


地 以 ,对 于 每 一 个 x*EL0,1]，P(x,y) 是 y 的 严格 同 肖 数 . 
设 v 是 对 策 的 值 . 由 公式 (2.40) ， 


v= min max (x ~— »y)’ 
0 
, 1 
= min 


(0 - y)’, <y<1 ， 


见 图 2.2. 图 中 粗 曲 线 就 是 max xy) 的 图 形 ， 容易 看 出 ， 在 
过 间 0 <y< 志 中， (1 一 y) 在 y= 元 处 取 得 最 小 值 -二 在 区 
闻 - 二 <》< 1 中 ，(0 -yy): 也 在 y= 立 处 取得 最 小 值 -二 -. 因 此 ， 


人 一 1 一 max( 一 了 。 
4 Ul 


局 中 人 2 的 最 优 纯 策略 是 


现在 求 局 中 人 工 的 最 
优 策略 ,名 


*+ 人 2 。 


MT 


ps, y*) = P(x, 1 -= 


得 到 


我 们 有 


0 ( 1 ) 
-一 一 一 之 ~ ] = -一 一 ,一 一 * 
Co 2)=1 >0 Oy 人 之 


再 求 &. 4 @ 59) 中 最 后 一 个 公式 ， 


宁 P(o ,去 ) P10, 
& 一 一 一 ,+ (CT 一 0 一 一 PT- 一 )=0， 
3v RPR, 到 狂人 ) 3 PUTL -5)=0 


| - 2(0 -过 -)| + (1 -9| - 2(1 — 二)|=0， = 


， 局 中 和 人 1 的 最 优 策略 是 


二 
了 
人 
直 


F* (x) = 二 T,X) + 1 (x). 


2.6. 可 分 对 策 


定义 . 单位 正方 形 0 和 xyx 委 1，0 二 y<1 二 无 限 对 策 的 支 付 
水 数 如 果 取 下 列 形式 ， 
P(X, y) = >》 Yarsr, (x) sj; (7) ， (2.60) 
i=1i=1 
其 中 ea 是 常数 ，ry (%) ,sj (y) 是 连续 消 数 守 = 1 7 = 1 
7, 则 称 对 策 为 可 分 对 策 . 
我 们 称 可 分 对 策 的 支付 函数 为 可 分 函数 . 
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”两 个 变量 的 多 项 式 显然 是 可 分 函数 的 一 种 特殊 情形 . 
~ 设 可 分 对 策 的 支付 函数 是 (2.60)， 并 设 局 中 人 1 的 混合 策略 
是 分 布 贡 数 8 (x)， 局 中 人 2 的 混合 策略 是 分 布 冰 数 GC(y)， 则 局 
时 :和 人 工 得 到 的 期 望 文 付 是 
jje Cx, YW AF AGCY) 


= (|[ 三 Var (x) si CO) |aF (waG(y) 


17=1 


= 和 沁 Qs | | (x) s; (YIAF (YX) AG (yy) 
= 和 人 | 4F (| s， (y) dG(y). (2 .861 
记 1 
ri = | + C0 aF Cw), + 二 ,49 (2.62) 
= {8,CWAG), j=1,n (2.63) 
则 可 将 (2.61) 写成 下 列 形式 : 
Ely,s) = Sariri S19 (2.64) 


{=1 $=1 

其 中 z= Ym) ， 3S= (Si ,8S») . 

对 于 每 一 个 分 布 范 数 F(x)， 有 一 个 r+ 与 之 相对 应 .当世 (x) 
在 全 体 分布 函 数 的 集中 变动 时 ， 扩 7 的 全 体 是 nw 维 欧 氏 空 间 的 
一 个 子 集 ， 记 为 尺 ， 同 样 ， 对 于 每 一 个 分 布 函 数 G(y) ， 有 一 个 s 
与 之 相对 应 . 当 G(w) 在 全 体 分 布 水 数 的 集中 变动 时 ， 点 s 的 全 体 
是 妈 维 欧 氏 空间 的 一 个 子 集 ， 记 为 5S. 我 们 称 集 KR 和 5 分 别 为 函数 
{rs (xz) 上 和 {s 7) 的 矩 空间 ， 

因此 ， 在 可 分 对 策 中 ， 局 中 人 1 和 2 选择 一 个 混合 策略 分 别 
相当 于 从 窍 空 间 R 和 5S 中 选择 一 个 点 + 和 ss， 局 中 人 1 的 期 讲 支 件 
是 (2.64) . 

考虑 
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yi=71(X), 1=1,*",H. (2.65) 
当 0 志 x 之 1 时 ， (2.65) 是 一 条 空间 曲线 C 的 参数 方程 . 设 了 是 
电 曲线 C 生 成 的 凸 集 ， 也 就 是 C 的 凸 包 . 辐 样 ， 以 C “表示 曲线 
Si =Siy)， 7=1，……M9 0 委 y 委 1， (2.66) 
并 过 和 是 由 C “生成 的 凸 集 ， 即 C 的 西 包 . 
下 面 的 定理 表明 了 集 R 与 了 HH 《S 与 HH') 的 关系 . 
定理 2.8. R=H (S=H’). 
1 正明. ( 1》 先 证 民生 及 .我 们 慨 证 明 , 荐 7"ER, 则 7z"EH. 
设 z = (rr yy70) 人 ER, 而 7 和香 旦 .假定 (x) 是 产生 7" 的 分 布 
函数 ， 邑 


r?= | raF°(%), 1 一 工 Mt。 
因为 瓦 是 凸 集 ， 而 y" 生 妃 , 和 根据 支承 超 平面 定理 ,存在 超 平面 
p: yosz, +0=0,， 


使 得 y"E p， 且 五 全 部 位 于 由 确定 的 二 半空 间 之 一 中 .这 就 是 说 ， 
我 们 有 


Scir?+b=0; (2.67) 
i=1 
而 且 
DS crilx +0T0, 0 入 x 和 1， (2.68) 
d=1 


因此 ， 存在 6 二 0， 使 得 
y oz)+DS -6<0, Ox<1. (2.69) 
i=1 


(证 明 与 1.5 节 中 下 理 1 的 证 明 相 类 似 .这 里 的 6 二 0 就 是 [19] 
§ 16.3 中 态 与 +r* 的 最 短 窍 离 .) 
由 (2.67) 和 (2.69) 得 到 
> cir? — Djciri(X)>0>0,， 0 委 %< 委 工 . 


f=1 二 一 了 
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关于 分 布 函 数 F?(%) 进行 积分 : 


Teor?) a FY) — > cs, (x)AdP (x) 


二 2 


>d| roCy) . 
即 


7 了 
Dcry — 25c7 60> 0. 
i=1 = 


i=1 
我 们 得 到 0 > 0 .这 是 不 可 能 的 ,因此 ，RSEH. 
(2 ) 现在 证 明 HGER. 
设 rY?*= 《ri ,75) 五 ， 则 z" 可 以 表 为 井 线 C 上 or 个 点 的 凸 线 
性 组 合 《〈 证 明 可 参看 58] 第 2 卷 358 页 或 [16] 定 理 2.1) ， 即 


173 
0 -一 = ” ~-。 
?= 》0k7i (Xk), 2 二 1， ,1, 
到 三 工 


其 中 ax 宇 0，2_0x=1， 且 0 志 %4 声 1，%=1,…,M. 但 


二 


F(X) = Salx, (~%) 


二 1 


是 产生 r+" 的 分 布防 数 ， 这 是 因为 ， 对 于 z = 工 … 791， 


| (XA PF" KX) = Des), (x) dixk Cx) 


友 二 1 


= DOrri (Xr) =7}. 
=1 


过 此， rx"ER. 

由 (1) 和 (2)，R= 右 . 同 理 ，S=H'. 可 

根据 这 个 定理 ， 可 分 对 策 中 局 中 人 1 ，2 选择 混合 策略 分 别 
相当 于 在 澡 包 五 和 瑟 ' 中 选择 一 个 点 7 和 s， 期 望 文 付 仍 由 公式 
(2.64) 计算 . 

设 y*= ye E RR，S* = (SSx) ES 分 别 是 局 中 人 


。66 。 
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1，2 在 可 分 对 策 中 的 最 优 策略 ， 局 中 人 工 得 到 的 期 望 支付 是 


Elr*,s*) = 》，》 arrts#. (2.70) 


{=1}=1 
我 们 有 有 
max E(lr,s*) =E(ry*,s*) =v= min El(ry*,s), {2.71) 
其 中 v 是 对 策 的 值 . 
怎样 求 最 优 策略 xr* 和 s*? 我 们 现在 简略 地 介绍 一 种 方法 , 称 
为 不 动 点 法 ， 或 称 为 映射 法 . 
考虑 下 述 映 射 . 
对 于 任意 r*€ R (这 里 并 不 要 求 +r* 是 最 优 策略 ) ， 定 义 映 对 
在 S$S 中 的 象 点 集 为 
Sr*)={s: rr*€ER, El(r*,s) = min El(r*,s)}S. 


同样 ， 对 于 任意 s*€ S， 定 义 映 射 在 R 中 的 象 点 集 为 
R(s*) = {ry: s*€S, max El(y,s*)=E(r,s*)} CSR 
SCr*) 和 RCs*) 都 是 凸 集 ， 
如 果 rr*ER(CsS*) 日 s*€ Siry*)， 则 由 定义 ， 
maxE(r,s*) =E(ry*,s*), 
eR 
El(r*,s*) = minE (ry™ ,s). 


即 >*，s* 满足 (2.71) 式 ， 因 而 分 别 是 局 中 人 1，2 的 最 优 策 
设 R* 和 S* 分 别 是 局 中 人 1 工 和 2 的 最 优 策略 集 . 如 果 rr*€ R*， 
则 有 
S(r*)={s: ry*€R*, E(y*,s) =min El(y*,s)} = S*. 


这 就 是 说 ，r* 的 象 点 集 是 5S*. 也 就 是 说 ， 每 一 个 stE€ S* 是 每 一 个 


r* ER* 的 象 点 . 同 理 ， 每 一 个 r+*€ R* 是 每 一 个 s*€ S* 的 象 点 . 因 


此 ， 最 信人 策略 r*€ R* 和 s*€ S* 都 是 上 述 上 映射 的 不 动 点 . 求 最 优 策 
咯 的 问题 就 转化 为 求 不 动 点 的 问题 .下 面 我 们 通过 一 个 例题 来 说 
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rd 


明 这 种 方法 . 


例 3. 单位 正方 形 0 <x<1，0<y<1 上 上 可 分 对 策 的 支 
付 函 数 是 


P(x%,y) = (ce -4 十 sin -7 -1 )y 
十 -二 (cos Tasin_ Tw ) 
3 2 2 /7 


十 (5 Sin 一 3 cos-7 


《2.65) 中 曲线 C 的 参数 方程 是 


rs 


re 二 ?= . 


~ 


人 
ES 加 六 . 

。 , 有 。 “a 
/ 

| oj 
| jm /4 } 7 
: ， ” ” 兴 

Ne Sls! | 

: 、 “we\ 3 r 起 4 用 
六 : 邹 ~ a # ， # ’ 1 
委 ? iv i/ . 

. + V, 地 Ff Fo SS 
1 、 1 ~ 
HR p 
-7 


2.4 
这 是 一 段 圆 弧 , 方 程 为 x+y:= 工 . 曲 线 C 的 凸 包 吾 即 尽 是 图 2.3 中 
的 区 域 4BK4. 


曲线 C 7 的 参数 方程 是 
人 的 0 <y<1. 
Sz = Y’, 
这 是 一 段 抛物 线 弧 ， 方 程 为 s, = si .曲线 C /的 凸 包 克 * 即 S 是 图 2.4 
中 的 区 域 OMNO. 


将 支付 函数 (2.64) 写成 下 面 两 种 形式 ， 
L(Y,S)= -人 (7 37,)S; 十 (7 十 7 一 上 )S， 十 57 一 37，) 
(2.72) 


=(s, 一 4S| 十 =-) YN) 十 (4-s 十 $, 一 1)…- S 。、 (2.73) 


在 图 2.3 中 ， 直线 1,= -37a 一 47i= 0 和 六 =y + -1 =0， 
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将 局 中 人 工 的 策略 空间 尺 = 瑟 分 为 三 个 区 域 如 下 ， 
”4ABL， 80 0， 不 包含 上 = 六 =0 即 上 点 ; 
BKL: 7 委 0，1 志 0， 不 包含 = =0 即 工 点 
L;: =l,=0. 


在 图 2.4 中 ， 直线 mu = ss -43 + 一 -0 和 m= -ss 


' 三 0 将 局 中 人 2 的 策略 空间 S = 五 分 为 五 个 区 域 如 下 : 

QVU， ml 之 0，fK4: 之 0， 不 包含 m=。 =0 即 过 点 ; 
OOUW: ml 宇 0，m, 志 0， 不 包含 汉 , = =0 即 UU 点 ， 
UVNT， ml 寺 0，fH; 守 0， 不 包含 fr = 1m =0 即 点 ， 

WUT， 4 夺 0，1s 志 0， 不 包含 Wm = 1, 即 线段 UM， 

UM, m=,<<0. 

为 了 求 册 映射 的 不 动 扎 ， 我 们 分 别 考虑 上 列 备 个 区 域 中 的 点 
在 喘 射 下 的 象 点 ， 

例如 ， 若 rE€ 4BL, 则 因 A4BL 中 之 0，1, 之 0, 所 以 EE(y',s) 在 
s, = ss=0 即 s? = 《0,0) 处 取 最 小 值 .但 对 于 s? =O=(0,0) € O00UW， 
因为 O00UW 中 吉之 0，zk, 夸 0， 所 以 EC ,Ss 在 ?1 =1,， 7,=0 即 y? 
= (1,0) = KK 处 取 最 大 值 .而 感 X 在 区 域 4BL 之 外 .因此 ，4BZ 中 
没有 不 动 点 ， 即 没有 一 个 点 是 局 中 人 1 的 最 优 策 略 ， 

又 若 六 E BKL， 则 因 BKI 中 儿 <0，l 之 0， 所 以 El(r',s) 在 S 
中 弧 OTN 上 某 一 点 处 取 最 小 值 .这 是 因为 ， 从 (2.72) 可 以 看 
出 。 对 于 固定 的 x?， 当 s, 不 变 时 ，s, 越 小 则 EE(y',s) 越 小 ， 当 s, 不 
恋 时 ，s, 越 大 则 Elr°,s) 越 小 .因此 ，(r?,s) 的 最 小 值 必 取 在 弧 
上 段 O0TN_ 上 . 

又 如 ， 车 s"E OQUW,， 则 因 O00UW 中 1 汶 之 0， Hs 人 0。 所 以 
(r,s) 在 ri1=1，Y2z=0 即 xz?= (1,0)〉 处 取景 大 值 .但 对 于 yy" = (1， 
0) =KEBKL， 因 为 BKL 中 人 0， ls 之 0， 所 以 Ely,s) = -4s， 


+ 二 在 si=T，s=1 即 点 处 取 最 小 值 .而 点 N 在 区 域 08UW 之 
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外 .因此 ，000U 史 中 没有 一 个 点 姨 局 中 人 2 的 最 优 和 策略. 

再 如 ， 芳 soE UM， 则 在 线段 UM 上 m= mm, 所 0，E(r,s")= 
Vi 71 十 72) 一 $s 当 Y1+7,=1 时 取 最 大 值 .这 就 是 说 ， 尽 中 直线 段 
AK 上 每 一 点 都 是 s" 在 映射 下 的 象 点 . 

又 若 s?E WUT， 则 因 WUT 中 和 委 0，< 委 0， 天 1 卫 
以 从 〈2.73) 首先 可 以 看 出 , 好 (rso) 在 尺 中 的 最 大 值 必 取 在 直线 
段 A4K 上 . AK 的 方程 是 7,+r,=1. 而 由 于 fk/ 才 114,， 当 7 <7 < 魏 0 
上 时， 已 rs 的 最 大 值 取 在 y,=1 即 点 4 处 ; 当 o<1za < 扫 0 时 ， 
ElY,s”) 的 最 大 值 取 在 xi=1 即 点 KK 处 .因此 ，s*EWUT 通 过 了 映 
射 ， 在 及 空间 中 的 象 点 或 为 4， 或 为 K. 

其 他 各 个 区 域 中 的 点 在 映射 下 的 象 点 也 可 类 似 地 求 出 .我 们 
把 全 部 结果 列 在 下 面 ， 其 中 记号 “>” 表示 “了 映 入 ”.， 

在 空间 尺 = 已 中 ， 

ABL 的 每 一 个 点 习 空 间 S 中 的 点 03 

BKL 的 每 一 个 点 一 空间 S 中 弧 OTN 上 荣 一 点 : 

也 一 S 中 每 一 个 把 . 

在 空间 S = HN’ 3， 

QVU 的 每 一 个 点 一 空间 中 绝 4BK 上 某 一 点 : 
OQUW 的 每 一 个 点 一 空间 RR 中 的 点 KK 
UVNT 的 每 一 个 点 习 空 间 R 中 的 点 4 

WUT 的 每 一 个 点 习 空 间 R 中 的 点 4 或 KK; 

UM 的 每 一 个 点 习 空 间 R 中 线段 4K 上 的 每 一 个 成 . 
现在 ， 把 以 上 两 个 映射 结合 起 来 ， 得 到 ， 
QVU 的 每 个 点 一 圆 弧 4BK 上 某 一 点 

一 0 或 弧 OTN 上 某 一 点 
O0UW 的 每 个 点 KN; 
UVNT 的 每 个 点 一 4 一 0; 
WUT 的 每 个 点 一 A 或 KK 一 0 或 入 ，; 
UM 的 每 个 点 一 线段 4K 上 的 每 个 点 ， 其 中 
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LK (不 包括 工 ) —N， 
了 工 ->S 中 每 个 点 . 
由 以 上 的 分 析 可 以 看 出 来 ， 只 有 下 面 的 映射 能 够 得 出 不 动 
护 : 


: [a (不 包括 工 ) 一 0O， 


UM—>1—» UM . 
因此 ， 对 策 的 解 是 
局 中 人 1:， 工 ， 人 = 1 = 


局 中 2: UM -二 < 


对 策 的 值 是 v=E(r*,5*) = - 


现在 把 局 中 人 1 和 2 的 最 优 策 略 用 分 布 函数 表示 出 来 . 
对 于 局 中 人 1 ， 当 yx=0 时 ，(r,y,，) = (0,1) .由 


7 ， =| sin -<_xadr,(x)=0 
0 2 
各 
1 友 
| COS -Xdal (x)=1 


可 知 ， (ri1972) = (0,1) 是 由 分 布 洱 数 IT, (x) 产生 的 .类 似 可 知 ， 
当 x= 时， (rzy:) = (1,0) 是 由 分 布 函 数 I,(x) 产生 的 . 因 
此 ， 


ol -1 3 
也 (r1s72) (= 9 2 ) 4 (1,0)+ 4 (0 ,1) 
是 由 分 布 图 数 
万 #(X) = 7 Cx) + -To (2.74) 


产生 的 .这 就 是 局 中 人 1 的 最 优 策略 ， 
se 2 e 


| 


对 于 局 中 人 2， 当 y= 0 时， (31» $2) = (0,0) 对 应 于 分 
布 函 数 Io(y). 当 y=t 时 ， (s,, $,) = (1 ,1°) 对 应 于 分 布 函数 
7,(y). 对 于 


因为 


1 yl 
(81,52) = oF (fs) (二 ,二 ) 


是 由 分 布 函数 7，(y》) 产 生 的 ， 我 们 令 


得 到 


因此 ， 局 中 人 2 最 优 策略 的 分 布 函数 表示 式 是 


1 
2t 


I,Cy), < < 


G*(Yy) =(1 -二 )Iocy) + 
(2.75) 
最 后 。 我 们 把 可 分 对 策 的 不 动 点 解法 即 映射 解法 的 步骤 作 一 
小 结 . 
(1) 求 出 曲线 C，C’' 和 它们 的 是 包 H=R，H’=S. 
( 2 ) 用 超 平 面 i = 0 将 空间 尺 = 玖 分 为 区 域 
人 
用 超 平 面 m; = 0 将 空间 S = 五 “分 为 区 域 
S19 0; O00. 
对 于 每 一 个 r"E RR;， 求 出 S 中 取 值 为 
minE (r,s) 
的 集 S(r9) ,对 于 每 一 个 %E Si， 求 出 及 中 取 值 为 
es (73 。 


maxE (r,s*) 
站 过 发 
的 集 尺 (so) .。 
(8 ) 求 出 不 动 点 


yy S*—>y*. 
这 些 不 动 点 就 是 对 策 的 解 .同时 求 出 对 策 的 值 v. 
(4 ) 将 解 用 分 布 函数 表示 出 来 . 


2.7. 定时 对 策 举 例 


定义 在 单位 正方 形 上 的 无 限 对 策 , 如果 它 的 支付 函数 P(x, y) 

是 下 列 形 式 的 函数 ， 
M(xX, y)，、 当 xX 之 y， 
pcp -tee 当 Y = y， (2.76) 
M,(x, y)，, 当 XxX 之 y， 

这 种 对 策 称 为 定时 对 策 (games of timing) . 

函数 (2.76) 在 单位 正方 形 的 对 角 线 上 不 连续 ， 

人 们 在 五 十 年 代 对 策 论 的 早期 发 展 阶段 对 这 类 对 策 曾 作 过 不 
少 研究 ，、 特 别 是 用 它 来 解决 一 些 简化 了 的 军事 问题 ， 例 如 简化 的 
空军 攻守 或 空战 模型 ， 得 出 过 很 有 趣 的 结果 . 
z 在 本 节 中 ， 我 们 通过 一 个 简单 的 例子 ， 对 这 类 对 策 作 一 简单 
的 介绍 . 

通常 用 古典 的 决斗 作为 例子 来 描述 这 种 对 策 .假设 局 中 人 1， 
2 各 有 一 发 子弹 .如 果 一 个 局 中 人 开 了 检 而 未 命中 ， 则 他 的 对 手 
知道 他 已 用 掉 了 仅 有 的 一 发 子弹 ， 就 可 以 走 到 面对面 的 地 方 然后 
开 枪 ， 从 而 稳 操 胜算 . 

假定 局 中 人 1，2 从 相隔 距离 为 1 的 地 方 同 时 起 步 迎 面 走 网 
对 方 ， 只 能 前 进 ， 不 能 后 退 .每 一 个 局 中 人 在 决斗 开始 后 任 何 地 
点 都 可 以 开 枪 ， 胜 者 得 到 支付 为 1 ， 败 者 为 - 1， 双 方 同 时 开 枪 
昌都 击 中 对 方 或 都 未 击 中 对 方 时 支付 为 0 ， 

局 中 人 1 的 策略 是 选择 在 双方 距离 为 x 时 开 枪 ， 这 里 0 委 x 和 
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1 ， 假 定 命 富 率 滑 数 是 Pi(x)， 它 代表 当 距 离 为 x 时 击 中 于 方 的 
概率 . 设 局 中 人 2 在 双方 相距 为 y 时 开 枪 击 中 对 方 的 概率 为 PC y)。 
夺 y 人 1. 他 的 策略 是 要 选择 一 个 y 值 . 双方 都 希望 选择 一 个 最 合 
扣 的 时 机 开 枪 ， 过 时 或 过 晚 都 对 自己 不 利 ， 这 就 是 定时 对 策 名 称 
的 由 来 . 

把 上 述 决 斗 看 成 是 一 个 零 和 无 限 对 策 ， 以 P(x,y) 天; :局 中 

人 1 得 到 的 支付 ， 我 们 有 
1°:PiC(X)+(—1)[C1l~ P(x)]=2P(x)-1,%>Yy, 


1° POE1- PX] + (—1)[1- P,(Cx)]P,Cx) 
FX, Y) = | = P,(x) 一 P,(x), X= y, 


(—1)P,y) +1:T1— Py)1=1~2P,(y),X%<Yy. 


在 上 式 中 ， 局 中 人 1 在 双方 相距 为 x 时 开 枪 .x 访 y» 表示 局 中 
人 1 先 开 检 .P(x) 是 让 中 人 2 被 击 中 的 概率 ， 若 局 中 人 2 被 击 
Hi， 曙 局 中 人 1 得 到 的 支付 为 1 1 一 Pi(x) 是 局 中 人 2 未 被 击 中 
的 概率 ， 若 局 中 人 2 未 被 击 中 ， 则 局 中 人 1 必 将 被 击 中 ， 他 得 到 
的 文 付 为 ~- 工 . 因 此 ，1.P(Gx) 与 (一 1)[1 一 Pi(x)] 两 项 之 和 和 是 
局 中 人 1 的 期 望 支付 . 

X=》 是 两 个 局 中 人 同时 开 枪 的 情形 ; 其 中 1.P,(w)[1- 
P:(*)」 表示 2 被 击 中 而 1 未 被 击 中 时 1 得 到 的 期 望 支付 , 男 一 项 
(一 1)[51 一 P(x)2P,(x) 则 是 2 未 被 击 中 而 1 被 击 中 时 1 的 期 净 
文 付 . 

最 后 ，Y<y 是 局 中 人 2 先 开 枪 的 情形 . 

我 们 来 计算 


max min P(X,Y). 
站 1 


因为 P!，P, 都 是 它们 各 上 自 的 变量 的 递减 函数 ， 所 以 当 Y<y 
于 有 1 一 2P,(y) 之 1 一 2P,(x) .因此 ， 


max min P(x,’”») 
ll O01 


= max min{2P.(x) —1, Pi(x) ~ P,(x) ,1- 2P,(x)}. 


现 将 0<x 达 1 分 为 三 个 区 间 如 下 ， 
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4={fxY， Pi(x) + P,(x) 之 1}, 
B= {x: Pi(x) + P,(x) =1}, 
C={x: P(x) + P(x) 1}. 


和 人 
一 
WX) = min{2Pi(x) -1， 书 (YX) -PC(X)，1 一 2P;(z)》， 
则 
max min P(x,y) = max U(xX) 
Ex HIEL 0<x<1l 


=max{max W(X), max W(X), max LOX)}. 
xEA 月 ED 


设 PiCx*) + P(x*) =1， 如 图 2.5 所 示 . 则 
A=[0,x%*], B= {x*}, C= [x*,1]. 


图 2.5 图 2.6 
(1) 当 x€ A 时 ， 
P(x) + P,(x) 之 1. 
这 时 有 
1- 2P,(x) <P, (x) - P,(x) <2P, (wx) -1. 
因此 ， 


W(x) =1— 9p,(r), 
宇 是 x 的 增 疯 数 ， 见 图 2.6. 我 们 得 到 
max L(xX) = 1- 2P,(x*). 


(2) 当 xE€ 2 时 ， 
PxI+ Pl(Y)=1., 
这 时 有 
1~2P,(x) = P(X) ~ P,(x) = 2P, (x) ~- 1. 
因此 ， 
U(X) = PX) ~ P, (zx), 
max LX) = PC%*) 一 人 (x*), 


和 所 
( 8 ) 当 xwE CI, 

pp, (Cx) + P,(x)<1. 

这 时 有 
2P.(x3 -1i<P x) Px) 2P,(x), 

因此 ， 

UX) = 2 YA) 一 上 
它 是 x* 的 减 沙 数 . 我 们 得 到 


maxi(x) =2P.(x*) —1. 
| 


由 《1),， 《2)、 (5): 


ax eHaxXRr) iAx Hx) = P(x*) ~ P,(Cr*). 


上 人 1 二 Le 


因此 ， 


max min P(x,y) = P,(x*) ~ P,(x*). 
OSXEl IGy< 1 


同样 可 证 ， 


min nax Plx,y) = P(y*) ~ P,(y*), 


Oy OE 


其 中 罗 "满足 
Py) + Py*)=1. 
由 此 司 见 ， 对 策 有 一 和 鞍点 《x*,y*)，w* = y*， 满 足 方程 


P(X) + P(x*) =1. 


两 局 中 入 应 在 相距 为 x* 时 同时 开 检 . 对策 的 次 下 
v= DD pCN*) 
倒 4. 设 局 中 人 1 的 命中 率 函 数 是 P,(x) =1-x?， 局 中 人 2 
的 命中 率 通 数 是 P,(y) =1- yy. 则 对 策 的 支付 函数 是 
1-—2x%, xX>y, 
P(X,y) = 区 一 X = 3 
2y—1, XY. 
接 照 以 上 的 分 析 ， 两 个 局 中 人 的 最 优 形 上 略 是 在 相距 为 闻 处 同 
计 开 枪 ，x 满 足 方程 
P(x*) -PCYY) =1, 


谢 
1—~x*:+1—x*=1, 
Ep 
xX*? 二 XX* 二 1。 
解 得 
x*=0.618, 
对 策 的 值 为 


v= P(x*) ~ P(x*) = x* — x*’?=(0.236 


1-2Pp(X) 
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3.1. 引 言 


前 两 章 讨论 的 都 是 由 两 个 局 中 人 参加 的 对 策 ， 并 且 都 是 零 种 ' 
对 策 ， 零 各 的 意义 就 是 说 ， 双 方 的 利害 关系 是 对 抗 性 的 ， 有 利于 
一 个 局 中 人 ， 必 然 不 利于 另 一 个 局 中 人 . 每 个 局 中 人 寻求 一 个 对 
自己 一 方 最 有 利 的 策略 ; 这 个 策略 必然 也 是 对 另 一 方 损害 最 大 的 
策 路 . 

我 们 现在 要 转 而 讨论 %w 人 对 策 ， 就 是 有 % 个 局 中 人 参加 的 对 
策 ,n 人 对 策 〈?# 之 2) 又 可 以 分 为 非 合 作对 策 和 合作 对 策 . 所谓 非 
合作 对 策 ， 顾 名 思 义 ， 就 是 局 中 人 之 间 互 不 合作 ， 对 于 策略 的 选 
择 不 容许 在 事先 有 任何 交换 、 传 递 信 息 的 行为 ， 不 许可 订立 任何 
强制 性 的 约定 . 每 个 局 中 人 的 目标 也 是 希望 自己 得 到 尽 可 能 多 的 
支付 ， 寻 求 一 个 对 自己 尽 可 能 最 有 利 的 策略 .在 一 个 非 合 作 % 人 对 
策 中 ， 有 利于 一 个 局 中 人 的 ， 并 不 一 定 不 利于 其 他 局 中 人 .即使 
是 一 个 非 合 作 二 人 对 策 ， 两 个 局 中 人 的 利害 关系 也 可 能 不 是 绝对 
对 搞 性 的. 当然， 这 时 对 策 不 再 是 零 和 的 ， 因 为 零 和 必然 是 对 搞 
性 的 . 

我 们 先 来 看 对 策 论 文献 中 两 个 最 有 名 的 非 合作 二 人 对 策 的 例 ， 
于 . 

例 1。 囚犯 的 难题 (The prisoners” dilemma) . 

某国 某 地 有 两 个 嫌疑 犯 被 拘留 隔离 审讯 ， 检 察 官 认为 他 们 犯 
有 某 项 罪行 ， 但 未 能 获得 确 溺 的 证 据 来 对 他 们 判刑 . 检察 官 分 别 
问 这 两 个 内 犯 指出 他 们 的 两 条 出 路 ， 承 认 犯 罪 或 不 重 认 犯罪 .如 
果 两 个 人 都 不 承认 ， 则 他 们 都 将 作为 较 小 的 违法 案件 的 被 告 而 受 
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到 怎 罚 ， 鲁 如 各 判刑 一 年 .如果 两 个 人 都 承认 有 罪 ， 则 两 个 人 都 
将 被 判刑 ， 但 考虑 到 主动 坦白 交代 ， 可 以 酌 量 减刑 ， 例 如 每 人 判 
形 六 年 . 但 若 一 个 人 承认 而 另 一 人 拒 不 承认 ， 则 承认 者 可 以 得 到 
宽大 处 型 ， 例 如 只 受到 拘留 三 个 月 的 处 分 ， 而 不 承认 者 则 将 受到 
天 怎 ， 例 如 须 判刑 十 年 .列表 如 下 : 


罪犯 2 
不 承认 承 认 
晶 不 承认 [各 判刑 1 年 。 ”+ 判刑 10 征 
犯 2 判刑 3 个 月 
未 认 | 工 判刑 8 个 月 
2 判刑 10 年 ”各 判刑 6 年 


把 每 一 种 处 分 用 一 个 数量 来 估价 ， 以 支付 定 阵 的 形式 来 玲 
: 示 ， 可 以 写成 下 面 的 形式 : 


局 中 人 2 
策略 1 策略 2 
策略 1{ (8,8) (0,10) 


策略 2| (10,0) (2 ,2) 


这 里 策略 1 代表 “不 承认 ”， 策 略 2 代表 “承认 ”， 对 两 个 
:局 中 人 都 一 样 ， 每 一 对 数 ， 例 如 “(0,10) ， 其 中 第 一 个 数 是 局 中 
人 1 得 到 的 支付 ， 第 二 个 数 是 局 中 人 2 得 到 的 支付 ， 是 局 中 人 1 
采取 策略 1 而 局 中 人 2 采取 策略 2 的 结果 . 这 个 对 策 显 然 不 是 一 
个 零 和 对 策 . 

我 们 也 可 以 把 支付 分 写成 两 个 矩阵 ， 


_/80 
4A=(102 | B=(02) 
4 是 局 中 人 1 的 支付 矩阵 ，B 是 局 中 人 2 的 支付 矩阵 .当局 中 人 1 


,采用 策略 2 而 局 中 人 2 采用 策略 1 时 ， 局 中 人 1 得 到 支付 a= 
10， 局 中 人 2 得 到 支付 b., =0. 
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这 个 例子 的 支付 也 可 以 用 下 面 两 个 支付 矩阵 的 元 素来 估价 。 
一 12 一 120 -12 -3 
4=(- 3 _72), B=(_120 _72). 

例 2. 夫妇 爱好 问题 . 

一 对 夫妇 ， 打 算 外 出 欢度 周末 . 丈夫 (局 中 人 1 ) 喜欢 看 足 
球赛 ， 妻 子 〈 局 中 人 2 ) 喜欢 看 友和 营 舞 ， 但是， 他 们 更 重要 的 是 
希望 采取 同一 行动 ， 一 同 外 出 娱乐 ， 而 不 是 背道而驰 ,各 看 各 
的 . 这 个 非 合 作对 策 的 规则 规定 ， 双 方 必须 分 别 作出 选择 ， 而 不 
许可 在 事先 进行 协商 .如 果 两 个 人 都 以 策略 1 表示 主张 看 足球 赛 ， 
策略 2 考 示 要 看 芭 曹 舞 ， 则 双方 在 周末 文娱 活动 中 得 到 的 享受 可 
以 按 下 列 支 付 矩阵 来 评价 ， 

2 一 1 1 一 于 
4=(_， 1) B=(_) 2) 

这 两 个 例子 都 只 有 两 个 局 中 人 .假定 两 个 局 中 人 互 不 合作 、 
互 不 妥协 、 不 允许 订立 任何 强制 性 的 约定 、 完 全 不 知道 关于 对 方 
如 何 采取 行动 的 意图 ， 在 这 种 情形 下 选择 策略 ， 这 样 的 对 策 就 是 
一 个 非 合作 二 人 对 策 . 

如 法 非 合作 二 人 对 策 中 每 个 局 中 人 有 不 止 两 个 策略 ， 例 如 局 
中 人 工 有 xm 个 策略 ， 局 中 人 2 有 2 个 策略 ， 则 支付 矩阵 可 以 写成 

Hi " Wn 


D 1 Din 
4-| : B= |: : | 


Co dmn Ds, oe bn , 
这 种 对 策 称 为 双 和 矩阵 对 策 .， 前 面 两 个 例子 都 是 双 和 矩阵 对 策 的 最 简 
单 的 情形 . 
当 非 合作 对 策 的 局 中 人 荐 % 个 时 ， 称 为 非 合 作 %* 人 对 策 , 这 时 
对 策 由 三 个 因素 确定 : 
(1) 局 中 人 的 集 工 = {1,…,n}. 
《2 ) 每 个 局 中 人 有 一 个 纯 策 略 的 有 限 集 


Si = {s'*)} = {S1 ,** ,Sm }, $=1,.**,N. 
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(3) 每 个 局 中 人 有 一 个 支付 画 数 已 ;, ，?7 = 1，… 4. 
当 每 一 个 局 中 人 选 定 一 个 策略 s 王 后 ,就 形成 了 对 策 的 一 个 
局 势 
S= (SS 
其 中 SEESi， = 8. 对 于 对 策 的 每 一 个 局 势 s=( 9 
st， 每 个 局 中 人 二 得 到 支付 
P;i=Pi(S), ?=1,.…,%. 


这 就 是 对 策 在 纯 筑 略 下 的 支付 测 数 . 
因此 ， 一 个 非 合 作 % 人 对 策 r 可 以 用 下 面 的 记号 来 表示 : 
r=[7,{S:},{P:!j, (3.1) 
其 中 T={,…… ,2%}，{Si}={S1,… ,Sn}，{Pi} = {Pi , Pal), 
我 们 现在 引进 下 列 记号 ， 
s| 下 和 二 (SS SS (3.2) 


它 的 意义 是 ， 在 局 势 $= (ss ) 中 ， 第 ;个 局 中 人 把 他 的 
策略 从 s'n 换 成 tn, 其 他 局 中 人 的 策略 不 变 , 这 样 得 到 的 新 的 局 
势 就 是 $s 7 站 .显然 ，s | SS = 人. 
定义 1. 设 s* 是 非 合作 % 估 对策 (3.1》〉 的 一 个 局 势 .如 果 对 
于 每 一 个 1E€I 和 每 一 个 s' 站 CS,(s 站 =s%Y, 记 =1,…,11)， 有 
Py Cs* st’) <P, (s*), (3.3) 
则 称 s* 是 工 的 一 个 平衡 局 势 或 平衡 点 (eqduilibriam point). 
在 例 1 中 ，s*= (2，2) 即 局 中 人 1 的 第 2 个 策略 和 局 中 人 2 
的 第 2 个 策略 构成 一 个 平衡 局 势 ， 
0= ,4 = 2, 
- 0 = 5,, 6,, = 2. 
显然 ， 在 一 个 非 合 作 % 人 对 策 中 ， 平 衡 点 不 一 定 存 在 . 
同 矩阵 对 策 的 情形 一 样 ， 我 们 也 震 要 考虑 局 中 人 的 混合 
略 ， 
对 于 每 -个 ET， 设 x 是 局 中 人 :的 一 个 混合 策略 ， 也 就 
是 定义 在 S, 上 的 一 个 概率 分 布 . 即 ; 


《3 } ti) 
各 《人 9 "ys Nn,), 


其 中 


nz 
f 
XU 0， R= 1, "yy 777 9 DxW'=1, 《23 .4) 
玉 一 1 


局 中 人 :以 概率 :选择 纯 策 略 只， 有 = 1，…，5Mt .我们 称 Y = 
(00，…，2X%i") 为 对 策 zc 的 一 个 混合 策略 局 势 . 
类 似 于 (3.2)， 我 们 定义 下 列 记号 ， 
% ||2'7 = (X "**9 wx, z's x it, "oy x'"’) . (3.5) 
这 就 是 说 ， 在 混合 策略 局 势 
Y= (X,Y) 
中 ， 第 ?个 局 中 人 把 他 的 混合 策略 x 换 成 男 一 个 混合 策略 z'"， 
其 他 局 中 人 的 策略 不 变 ， 所 得 到 的 混合 策略 局 势 就 是 x||z'. 显 
然 、x x' =w， 
混合 策略 下 的 非 合作 2 人 对 策 由 下 列 三 个 因素 确定 ， 
(1) 局 中 人 的 集 T= 和 ，…，w}. 
(2) 每 个 局 中 人 有 一 个 混合 策略 的 集 


X= {v= {0 ,XD)}, =1, | 
其 中 x，…，z 满足 (3.4) ， 

(3) 每 个 局 中 人 :有 一 个 支付 了 哨 数 

Pi= P;(s), t=1, ''*, 3 
并 设 
E; = E, (x) 

万 局 中 人 “在 混合 策略 局 势 x = (x‘"”，…，x'"') 下 得 到 的 期 望 支 
付 . 


内 此 ， 在 混合 策略 的 情形 ， 一 个 非 合 作 % 人 对 策 r 可 以 用 下 
面 的 记号 来 表示 ; 

r 二 [JT, {X:}, {P,}J1, (3.6) 

其 中 了 = {l,mn}，{Xi} = {XXo}, Xi = {x } = {x , 
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Xo ))}, {Pi}= {Ps *%, P,}. 

为 了 简便 ， 这 里 我 们 仍 用 r 表示 对 策 ， 但 这 里 和 后 文中 的 
是 混合 策略 下 的 对 策 . 我 们 以 {E,} 表 示 期 望 支 付 . 

顺和 使 指出 ， 这 里 的 从; 就 是 第 一 章 中 的 S。， 即 La 维 欧 氏 
空间 中 的 (mj -1) 维 单纯 形 . 

定义 2. 设 过 是非 合作 2 人 对 策 (3 .6) 的 一 个 混合 策略 局 
势 .如 果 对 于 每 一 个 *E7 和 每 一 个 x 中 EX,， 有 

Ex* | x i) EE, (x*), (3.7) 

则 称 x* 是 r (在 混合 策略 下 ) 的 一 个 平衡 局 势 或 平衡 点 . 

J .F .Nash 证 明了 混合 策略 下 平衡 点 必定 存在 .参看 [17]， 
[518] 或 [12),，[25)，[29). 


3 .2. 衡 点 的 存在 性 :Nash 定 理 


我 们 先 证 明 平 衡 点 的 一 个 重要 性 质 . ， 

定理 3.1.、 设 r= 三 [I，{Xi}，{Pi} 三 是 非 合作 nn 人 对 策 .% 
是 r 的 平衡 点 的 充 要 条 件 是 ， 对 于 每 一 个 局 中 人 :和 每 一 个 纯 策 
略 s'**ES,, 有 


E(x*|| si) <E, (x*). (3.8) 
这 里 E(x* 趾 s' 中 ) 是 将 2 的 混合 策略 x* i 换 成 一 个 纯 策 略 s' 后 
的 期 望 支付 . 
证 明 . 
必要 性 . 显然 ， 4 
充分 性 . 设 (3.8) 成 立 ， 即 ， 对 于 每 一 个 i 有 
E(x*|| sy EE (x*), R=1, ,mi. (3.9) 


设 x = (XY ，…,Xm,) EX 是 局 中 人 :的 任意 一 个 混合 策略 。 
《3.9) 中 和 个 不 等 式 两 端 依次 乘 以 x%'"， 得 到 

Es (x™ sg wi EE (VI) XE, k=1, ,me 
对 从 1 到 mj 求 和 ， 


OE) SHOxH’ SE, (x*) MAW)。 
和 一 让 中 二 1 


但 上 式 左 端 就 是 ,Cx* | x‘ 站?) ， 右 端的 和 式 等 于 1 .因此 ， 
E, Cx* | w SEE, (x*), tt 二 1, ***, 和 0， 


Xx* 是 的 平衡 点 . 出 


利用 这 个 定理 ， 可 以 验证 一 个 混合 策略 局 势 x 是 否 于 衡 上 后 . 


例如 ， 在 上 节 的 例 2 中 ， 支 付 是 
(… 1) 0 
(-1,—-1) (l, 2)7y 。 


不 难 验 证 ， 

人 
和 

人 
构成 一 个 平衡 点 


事实 上 ，E,(x*) = ，E,(X*) = 二 
$ 

E(x* | Se )》 = E(x*), 

五 (xs = 二 <E(X*), 

E,(x* | s1) = -> <E,(x*), 


E,Cx* 1 st’) = 二 Eve 


因此 ，** 是 对 策 的 一 个 平衡 点 .参看 下 节 的 例 8 ， 
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下 面 是 Nash 关于 非 合作 % 人 对 策 平衡 点 的 基本 定理 . 
定理 3.2. 每 一 个 非 合作 ?2 人 对 筑 
r=[I, {X,}, {P:}! 

人 必 有 有 平衡 点 . 

证 明 . 设 x= (x,…,x'”) 是 Tt 的 任意 混合 策略 局 势 .对 于 
每 一 个 1ET = 1 他 的 每 一 个 纯 策 略 s% 和 ,7= 1 007， 定义 

$13(x) = Imax{0， BrCl SH -E(x)}. (3.10) 
对 于 每 一 个 x ?，7=1， ,1 1=1，…，%N 定义 


x + D1(X) 
= (3.117 


1 + 5 6, ;Cx) l 


i=1 


上 式 的 分 子 衬 0， 分 母 之 1， 因 而 
yy 20， 7= 1， ‘0 Ni, Sy y=1, 


所 以 y= Cy， 2 同人 
y= (yO ，…，ym)) 是 x 的 连续 函数 ， 所 以 y= (y'"， 
vy") 是 x 的 连续 函数 . 根据 Brouwer 不 动 点 定理 (这 一 定 
理 是 ， 定义 在 有 限 维 欧 氏 空间 紧 凸 子 集 S 上 从 5 映 入 其 本 身 的 
二 存在 不 动 点 


一 (1) 
二 (x 9 “eg, 他 v*'”"), 


其 中 / 
x* i) = (x*'t', "ey Xi) EX,, 
1 使 得 
sO) 1 
+) 1 


j=1 
我 们 要 证 明 ， 这 个 不 动 点 就 是 对 策 r 的 一 个 平衡 点 . 
首先 ， 对 于 上 述 任 意 的 混合 策略 局 势 x= (x ，。…，x'")， 
:每 个 局 中 人 的 混合 策略 x' 中 必 将 引用 某 个 纯 策略 st'， 使 得 
2 386 。 


一 一 
rr 


E; x1 si) SE (%). (3.13) 
[证 明 如 下 : 对 于 每 一 个 Xx 人 让 二 (71 ,Xm 0)， 必 存 在 某 些 (至 少 一 个 ) 使 *0% 之 0 ， 
这 就 是 说 ， 每 一 个 混合 策略 x( 绢 中 必 包 含 某 些 纯 策 略 . 假 设 这 些 纯 集 赂 中 最 不 利于 局 
中 人 的 一 个 是 ss ，， 即 

E ,xll st’) SE , (x ls’), 
其 中 了 满足 条 件 *0# 0. 上 面 这 个 不 等 式 两 边 依次 分 别 乘 以 * 洲 '"， 并 对 满足 x 一 0 
的 那些 相应 的 项 也 依次 分 别 用 以 x4 )， 然 后 对 了 从 ! 到 wr , 求 和 ， 我 们 得 到 

E,(x|lst)) 2 0 


Isif ywti)} A (drtd? 
< DES) DE CH sy ) 
j fj 
xz >0 Xf =0 
i 


= 3 ‘d= (一 天 
Dj Er” [so ) x EE , (| Xi)) FE ,(*), 


WE, Cx 1s) EE, ().] 
因此 ， 对 于 大 = Ger， #4 )， 局 中 人 1 坟 的 第 略 x 


中 必定 包含 一 个 x 信 "站 0， 使 得 
E,(x*| sw)<E, (x*), 


从 而 
F(x* | sy ')— E(x*)<0. 
由 (3.10) 有 
pb, Cx*) 二 
对 于 上 述 局 中 人 :的 策略 “党 二 ，(3.12) 式 变 为 
wt -= 芭 + Br) _ Xd) 
i+ bi 1++ SC) 
其 中 x 二 0.， 由 此 得 到 
seem = 
但 由 由 Cx*) 的 定义 (3.10)， 所 有 的 外 ;了 (Xey) 都 是 非 负 的 ， 所 以 
* 7 。 


从 上 式 可 知 ， 对 于 每 一 个 7=1，…， Mi 
d,s; (x*) = 0 
因此 ， 仍 根据 (3.10) 式 ， 有 
OE, (x* || sy) -E(x*), 7=1, ,ms 


邑 

E, (x* || OEE (x*), j=1, IJji 。 
上 式 对 于 每 一 个 1=1，…，% 成 立 ， 由本 节 定 理 3.1 可 知 ，x 
对 策 rz 的 一 个 平衡 点 . a 


3.3. 2x2 双 和 抵 阵 对 策 的 平衡 点 


双 上 矩阵 对 策 当 fn，% 较 大 时 ， 求 平衡 点 的 计算 量 是 很 虎 大 
的 . 我 们 现在 只 讨论 2x2 双 窍 阵 对 策 平衡 点 的 求法 . 

设 双 和 矩阵 对 策 局 中 人 1，2 的 支付 矩阵 分 别 是 

a b Cl 2 
4=(。 a) B=(, 1). 

X=Cr, 1-%), Y=(y, 1 一 y) 分 别 表 示 户 中 人 1，2 的 混合 
策略 ， 其 中 0 委 Y 委 1，0 委 7? 魏 ] 

对 策 的 混合 策略 局 势 由 一 对 数 (x，y) 完 全 确定 .为 了 书写 简 
便 ， 就 以 已 (Y，y)， 厂 (0 》) 分 别 表示 局 中 人 1， 2 在 混合 策 
略 (Y*，7y) 下 得 到 的 期 望 文 付 ， 

根据 上 节 的 定理 3.1，(x，y) 是 对 策 平衡 点 的 充 要 条 件 是 


Ei(l, y)<E (XxX, »y), (3.14) 
E(0, y)<E(X, 7y)， (3.15) 
FE,(x, 1)<E,(x, y), (3.16) 
E(x, 0)<E,(X, yy). (3.17) 


我 们 先 来 看 (3.14)， (3.15) 两 个 不 等 式 . 由 于 
E(x, y) = XAY', 
展开 化 简 后 变 为 
Q(l1-x)y~g(l1- 2%)<0, 《3,18) ， 


® BO » 


OX = ox>0, 
其 中 
OO=Z+d-D-C， g=d—b. 
当 @=0 且 =0 时 ，(3.18)，(3.19) 的 解 是 


一 切 *Ef0，1] 和 一 切 yE[0，1]. 


当 CO=0 而 7>0 时 ， 解 为 

x=0, (0( 委 7 委 1. 
当 O=0 而 gg 之 0 时 ， 解 为 

x=1, 0 和 7 魏 1， 
当 OQ 去 0 时 ， 解 为 


%= 0， y<H -0 
0<x<1, .ir lekt 
X= 1, yD 


类 似 地 ， 令 
R=a’ +Ad’—-b’ -ce’, r=d’.-c’, 


并 令 


则 (3.16) 和 (C3.17) 简 化 为 
Kx(l—y)-r(1~- »)<<0, 
Rxy 一 zY 之 0. 
当 尺 =0 且 y=0 有 时，(3.26)，(3.27) 的 解 是 


当 尺 =0 而 zy>0 时 ， 解 为 
0< 去 1， y=0., 


(3 


(3. 


(3. 


(3 


(3, 


(3. 


.19) 


20) 


21) 


.22) 


23) 


24) 


.25) 


当 R= 0 而 7 过 0 时 ， 解 为 
0 之 x 过 1， y=1. 


XS,.30) 
当 尺 关 0 时 ， 解 为 
XT -~ _ 
下 2 B 多 » 0， 
“7 8B ,0<y<l,r (3.31) 
] 
“全 = 多 y=1. 


将 (3.21)-(3.24) 和 (3.28)-(3.31) 结 合 起 来 ,就 得 到 2x3 
双 和 矩阵 对 策 在 任何 情形 下 的 平衡 点 . 


例 3. 对 于 3.1 节 例 2 中 的 2X2 双 和 矩阵 对 策 ， 


4=( ) p=( 区) (3.32) 
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按照 公式 (3.20) 和 (3.25)， 算 得 


Q= 5>0, 9g=2， ww = 2 
0 5 
Re 5>0,， 多 3， B 大 5 » 
将 这 些 数值 代入 公式 (3.24) 和 (3.31)， 得 到 
%=0, y<E-， 
2 


; %=1, y 之 2 
> 有 3 


。 90 。 
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，0< 7 <<1， 《3.34) 


区 之 = 多 y= 
解 这 些 不 等 式 ， 求 得 对 策 有 三 个 平衡 点 ， 
3 2Y ， 
(x y) = (0，0)， ( 下 )， (1, 1). 


用 局 中 人 1，2 的 混合 策略 z 
(X, Y)=((x, 1—x), (y, 1- yy)) 


表示 ， 就 是 
((0, 1),，(0，1))， (3.35) 
(人 人) ee 
((1，0)，(1，0) ). (3.37) 


第 一 个 平衡 点 就 是 局 中 人 1，2 都 选择 他 们 的 第 2 个 纯 策略 .第 
二 个 平衡 点 是 局 中 人 1 以 三 -的 概率 选择 策略 1 ， 以 -的 概率 选 


择 策略 2， 局 中 人 2 则 以 -< 的 概率 选择 策略 1， 以 -的 概率 选 


择 策 略 2. 第 三 个 平衡 点 是 局 中 人 1，2 都 选择 他 们 的 策略 1 ， 

不 等 式 组 (3.33) 在 图 3.1 中 以 粗 黑 线条 画 出 ,不 等 式 组 (3.34? 
则 用 虚线 画 出 .容易 看 出 ， 粗 线 和 虚线 的 交点 就 是 对 策 的 三 个 平 
衡 点 . 

我 们 在 例 2 中 已 经 计算 过 ， 在 第 二 个 平衡 点 (3.36) 处 ， 局 中 
人 1，2 的 期 望 支 付 分 别 是 


1 
Li1= z b= 


es 9G1 。 . 


这 一 对 支付 显然 比 第 一 和 第 三 个 平衡 
点 处 局 中 人 1,2 所 得 的 支付 都 小 . 但 
是 ,由 于 这 是 一 个 非 合作 二 人 对 策 , 不 
许可 在 选择 策略 前 进行 协商 ， 所 以 两 
个 局 中 人 没有 办 法 可 以 保证 一 定 能 沁 2 
到 第 一 或 第 三 个 平衡 局 势 . 

在 这 个 “夫妇 爱好 问题 ”(3.32) 


: 。 罗 
中 ， 当 局 中 人 1，2 分 别 采取 混合 策 : z 
略 (x，1 一 x)，(y,1 ~ y),0<X 志 1， 图 3.1 
0 委 ? 委 1 时， 他 们 的 期 望 支 付 不 难 算 出 是 
E(x, y)=5%y—2(x+ y)+1, (3.38) 
E(x, y)=5%y—3(%+ yy)+2. (3.39) 


我 们 现在 画 出 五 二 :平面 上 当 0 委 Y< 委 1， 
的 图形 . 

由 (3.38) ，。 (3.39) 不 难 
得 到 

5(E,-E,)’:~2(E,+E,) 
+1=5(X 一 人) . 
当 0 委 X 委 1，0 委 7 和 1 时 ， 
有 z 

0<5 (EE,):-2 (E, 
+E,)+1<<5. (3. 40) 

若 由 (3.38)，(3.39) 解 . 
出 与 YY， 还 可 得 到 

2E,— 3LE,—1<0, 


(3. 41) 全 
3E,— 2EF,+ 1 之 0. 
先 看 (3.40) .方程 


0 yl 时 (EE, ,EE2) 


( .3.427) 


5E—-E)’ ~2(E.+E,)+1=0 


92，。 


一 -一 -一 -一 一 -rr a _ 


的 图 形 是 一 条 抛物 线 ,顶点 在 ( 卫 -， 一 ~) ,抛物 线 过 (1,2) ，(2,D 


条 上 氮 .满足 不 等 式 
. 5(E,-E,)’:—2(E+E,) +1>0 
的 点 (Z1，E,) 在 抛物 线 的 外 侧 ， 妈 包含 原点 0 的 一 方 . 

因 上 此， 满足 (3.40)，(3. 41) , (3.42) 的 点 (E21,E,) 形成 一 个 区 
域 ， 就 是 图 3.2 中 的 阴影 区 域 下 .对 于 局 中 人 1，2 的 每 一 对 混合 
策略 (*，y) ， 有 了 中 一 个 点 CE， 匹 :) 与 之 相对 应 反之 ， 对 于 
V 中 每 一 个 点 (E,,E,) ,有 局 中 人 1 2 的 至 少 一 对 混合 策略 (x,y) ， 
使 得 (2,，E,) 是 这 一 对 策略 下 局 中 人 1，2 的 期 望 支 付 . 区 域 了 是 
对 全 的 支付 集合 . 

我 们 现在 讨论 的 这 个 对 策 ， 哩 然 它 有 三 个 平衡 点 ， 但 每 一 个 
平衡 点 作为 对 策 的 解 都 是 不 能 令 人 信服 的 . 

在 一 个 非 合 作 % 人 对 策 中 ， 可 以 有 不 止 一 个 平衡 点 . 而 两 个 
不 同 的 平衡 点 给 予 同一 个 局 中 人 的 支付 可 以 是 不 相同 的 .因此 , 关 
于 这 一 类 对 策 ， 还 不 存在 较 简 单 的 令 人 满意 的 “最 优 策略 以 及 对 
策 的 “ 值 ” 等 概念 ,Nash 定理 只 保证 了 平衡 点 的 存在 性 . 平 海 总 
存在 与 怎样 定义 非 合作 2 人 对 策 的 解 还 有 很 大 的 距离 . 

直观 地 看 ， 在 上 面 这 个 例子 里 ， 对 于 两 个 局 中 人 来 说 ， 

(X, Y)=((1, 0), (1, 0)) 和 (C0，1), (0，1)) 
这 两 个 平衡 局 势 都 比 另 一 个 平衡 局 势 


GD 全 ) (2)) 


有 利 . 但 是 ， 由 于 对 策 是 非 合 作 的 ， 不 允许 两 个 局 中 人 事先 作 任 . 
何 约定 ， 因 此 ， 没 有 办 法 保证 他 们 达到 前 两 个 平衡 局 势 中 的 任何 
一 个 ， 

由 于 这 个 对 策 对 于 两 个 局 中 人 是 对 称 的 ， 一 种 理想 的 解决 办 
法 是 : 局 中 人 1,2 以 等 概率 同时 选择 策略 1 或 同时 选择 策略 2. 这 
样 就 必然 导致 上 述 的 前 两 个 平衡 点 之 一 ， 而 且 两 个 局 中 人 所 得 的 
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a 


期 望 支付 都 是 -> ,但 是 ， 这 已 完全 超出 了 非 合 作对 策 的 范 岩 . 这 


样 的 支付 点 显然 不 属于 图 3.2 的 支付 集合 六, 这 种 做 法 实际 上 相 
当 于 局 中 人 1,2 事先 商定 二 人 都 选择 策略 1 (或 2 ) ,然后 从 二 人 
所 得 的 支付 总 和 中 每 人 分 得 一 半 ， 也 就 是 对 于 得 到 的 支付 进行 重 
新 分 配 ， 这 些 都 是 非 合 作对 策 所 不 允许 的 . 
例 4. 3.1 节 例 1 中 “囚犯 的 难题 ”的 支付 距 阵 是 
3 0 3 10 
4=(1, ») B=(，。， (3.43) 
利用 公式 (3.20) 和 (3.25) 计算 0，g，R，r: 
O=0，9=2>0， 
R=0, r=2>0. 
由 (3.22) 和 (3.29) 知 ， 对 策 的 平衡 点 (x，2?) 满足 下 列 关 系 : 
%= 10， 0 委 ? 委 1， 
0<x< 和 1， y=0. 
因此 ， 对 策 有 唯一 的 一 个 平衡 点 ， 即 ( 见 图 3.3) 
X=0, »=0， 
或 
(KX, Y)=C0, DD, (0, D). 
局 中 人 1 和 2 都 选择 第 2 个 纯 策 略 ， y 
也 就 是 都 承认 犯 了 罪 ， 得 到 的 支付 都 
是 2， 相 当 于 各 判刑 6 年 。 
从 支付 矩阵 (3.43) 来 看 ， 这 个 平 
衡 局 势 对 他 们 显然 不 是 最 有 利 的 ， 如 
时 两 个 局 中 人 都 选择 第 1 个 策略 ， 即 
x=1，y=1， 每 人 都 能 得 到 支付 8， 


相当 于 各 判刑 一 年 . 对 他 们 来 说 "mi 
这 才 是 最 有 利 的 结局 但是， 在 非 合 图 3.3 


作对 策 的 范畴 及， 这 个 最 有 利 的 局 势 也 是 难以 达到 的 。 
» O04 . 


我 们 在 例 1 中 还 提 到 ， 这 一 问题 的 支付 也 可 能 用 下 列 支 付 害 
阵 的 元 素来 估价 ， 


-12 -120 ,12 -3 
4= 人 )，B= 人 ): 
-3 -72 .120 -72 


这 一 个 双 和 矩阵 对 策 平衡 点 的 计算 留 给 读 痢 . 


第 四 章 合作 n 人 对 策 


4.1. 引 言 


在 -~ 个 非 合作 ww 人 对 策 中 ， 两 个 或 两 个 以 上 的 局 中 人 不 许可 
事先 商定 如 何 选择 策略 ， 不 许可 把 他 们 的 策略 结合 起 来 .局 中 人 
之 间 不 允许 对 得 到 的 支付 进行 任何 重新 分 配 ， 一 个 局 中 人 不 能 分 
享 另 一 局 中 人 得 到 的 支付 . 

我 们 在 本 章 中 要 讨论 的 合作 2 人 对 策 ， 网 对 上 述 两 个 方面 的 
问题 都 不 加 限制 .局 中 人 可 以 进行 充分 的 合作 可 以 在 事先 商定 ， 
把 他 们 的 策略 协调 结合 起 来 ， 可 以 在 终局 后 重新 分 配 若 干 个 局 中 
人 所 得 交付 的 总 和 . 

因此 ， 我 们 要 考虑 的 有 以 下 多 个 因素 ， 

首先 ， 由 于 两 个 或 两 个 以 上 的 局 中 人 要 在 某 些 方面 进 符合 
作 ， 他 们 需要 结 成 一 个 联盟 或 合伙 (coalition) .这 是 合作 mw 人 对 
策 的 一 个 重要 因素 ， 在 非 合 作对 策 中 ， 每 个 局 中 人 都 为 自己 的 最 
大 利益 而 奋斗 ， 不 存在 结 成 联盟 的 问题 . 

其 次 ,车 于 个 局 中 人 结 成 一 个 联盟 后 , 这 个 联盟 作为 一 个 整体 
当然 希望 能 够 得 到 尽 可 能 多 的 收入 ， 即 支付 ,这 个 最 大 的 支付 是 
联盟 的 函数 . 

另外 ,每 个 联盟 要 把 得 到 的 总 的 收入 分 配给 联盟 的 每 一 个 成 
员 . 这 就 需要 用 数量 来 表示 这 种 分 配 . 我 们 将 在 4.3 节 中 讨论 这 一 
问题 . 

在 合作 冯 人 对 策 中 ， 各 个 局 中 人 如 何 选择 策略 已 不 是 主要 乱 
要 考虑 的 问题 .应 当 强 调 的 乃 是 联盟 的 形成 . 

我 们 假设 ,在 一 个 非 合 作 ww 人 对 策 
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LI, {X,}, {P,}] 
中 ， 局 中 人 的 集 是 了 = {1， “9 ‰}.S 是 7 的 任意 子 集 , 称 为 一 个 联 
盟 . 把 7 中 除去 S 中 元 素 后 余下 的 集 太 S$S 看 成 另外 一 个 联盟 .以 S 
入 S 作 为 一 个 零 和 二 人 对 策 的 两 个 局 中 人 ， 以 S 中 全 部 成 员 的 
一 基 联 合 混合 策略 作为 第 一 个 局 中 人 5S 的 策略 集 , TS 中 一 切 成 员 
的 一 殷 联 合 混合 策略 作为 第 二 个 局 中 人 INS 的 策略 集 ， 这 个 零 和 
二 人 对 策 必 有 一 个 值 .我 们 以 ?>(S) 表 示 这 个 值 ,w(S) 对 于 工 的 一 切 
子 集 5 有 定义 ， 并 定义 
v(G) =0. 
我 们 称 v(S) 为 特征 消 数 (characteristic function) .特征 函数 是 描 
述 合作 人 对 策 的 一 个 重要 因素 . 
定义 . 设 I= 位 ，…，Hw}，v(S) 是 定义 在 了 的 一 切 子 集 ( 即 
联盟 ) 的 集 上 的 实 值 函数 ， 并 满足 条 件 
v2) =0, (4.1) 
v(7T) 之 3_v({ 沾 )， (4.2) 


i=1 


则 称 有 和 三 [7Z，o 为 合作 5 人 对 策 ，v(S) 为 对 策 的 特征 攻 数 ， 


支 付 
(a, b, c) 


r 可 
ey 
“> 


‘1,1,0) 

《一 3，1 ,2) 
(4,—2,2) 
(0,1,1) 

(1,2,—1) 
(2,0,—1) 
(3,1,—1) 
(2,1,7—1) 


HDHDH>> 人 HH» 


HHUHHWP>P>P>p 
之 WP>UH> 


* 日 。 


在 整个 这 一 章 里 ,我 们 假定 ,每 个 联盟 S 得 到 的 收入 可 以 按照 
任意 方式 分 配给 该 联盟 的 成 员 . 这 一 条 件 称 为 局 外 支付 (side 
payments) 条 件 ， 

我 们 通过 一 个 合作 三 人 对 策 的 例子 来 说 明 如 何 将 对 策 写 成 特 
征 函 数 的 形式 . 

例 1。 设 合作 三 人 对 策 的 三 个 局 中 人 1，2，3 各 有 两 个 策 赂 
4 和 也 .以 (ce，5，c) 表 示 1，2，3 的 支付 ， 列 出 表格 .如 上 页 

我 们 要 计算 这 个 对 策 的 特征 函数 v. 

首先 ， 设 局 中 人 1，2 组 成 联盟 $= {1,2}. S 和 八 S=1{81} 
之 间 的 零 和 二 人 对 策 的 支付 矩阵 是 

{8} 
A B 


这 个 4 x 2 矩阵 对 策 有 一 个 鞍点 ,和 蓉 点 处 的 支付 是 3 . 因此 ， 
v({1,2})= 8. 
其 次 ， 令 S={t8 六 则 TS= 刀 ,2 我 们 得 到 下 列 2 xx 4 怎 
阵 对 策 ， 


{1,2} 
AA AB BA BB 
B 2 1 一 工 一 荆 
容易 看 出 ， 
v({8})=—1. 


再 令 S= {1,3}, 则 TS = {2}。 我们 得 到 下 列 4 x 2 矩阵 对 
. O08 。 


策 ， 


{2} 
A B 
| AA | 1 6 
{11,3} AB -1 1 
L BA 0 2 
BB 1 1 
显然 ， 
vC{1,3})= 1. z 
令 S={2), 则 TS=1 人 3， 我 们 得 到 下 列 2 x 4 定 阵 对 策 ， 
{1,3} 
| AA “AB BA BB 
i2} A | 1 1 2 0 
B | -2 1 1 1 


不 难 算出 ， 在 这 个 矩阵 对 策 中 ， 以 { 2} 作为 第 一 个 局 中 人 ， 
他 的 最 优 混合 策略 是 ( 2， 二)， 以 三 ,3} 作 为 第 二 个 局 中 人 ， 其 


最 优 混合 策略 是 (十 ,0,0， 半 )， 对 策 的 值 是 二 -因此 ， 


v({2}) = 
再 令 S = {2,3}, 则 INS = 1 人 11)} .我 们 有 
{1} 
A B 
AA 1 1 
AB 3 -1 
12,3} BA 0 0 
BB 2 0 


这 个 矩阵 对 策 有 一 个 蒂 点 ， 在 矩阵 的 右上 角 处 . 因此， 


v({2,3})= 1. 
最 后 ,; 令 S= {1}， 则 人 5S = {2,3}， 我们 有 
{2 ,3} 
AA AB BA BB 
{1} A 1 一 3 4 0 
B 1 2 3 
不 难看 出 ， 
vl({1})= 1. 
我 们 求 得 了 特征 函数 "的 值 如 下 : 


v({1})= 1,， v({ 2 = v({8})= -1, 


v({1,2}) = 3, v({1,3})= 1， v({42,3})=1, 
v({1,2,3}) = 4. 


4.2. 特征 落 数 的 性 质 


设 T = 1,…,%} . 在 CJ，{:X:}，{Pi} 中 ，v (5) 是 特征 函数 . 
则 由 定义 ， 
v(S)=max min >》 已;i(Y，y) 


EXS ycSXTIS jES 


= Inin max 2 Er(x,y), (4.3) 
{es 


这 里 Xs, 及 八 ; 分 别 表示 联盟 S 和 TS 中 成 员 的 混合 策略 按 任 
何方 式 结合 起 来 所 构成 的 策略 集 ，E, (x*，y) 是 局 中 人 :在 混合 
策略 YEXs,yEXrIs 下 的 期 理 支 付 . 

定理 4.1。 设 和 三 [7 ,四 是 合作 2 人 对 策 ， 则 

v(SUT)>v(S) +tv 7) (4.4) 
对 于 一 切 S, 了 ET7T，S 站 人 = 名 成 立 . 
证 明 . 联盟 S 保证 能 够 得 到 的 最 大 支付 是 v(S)， 同样 ， 联 


es 100。 


名 人 保证 能 够 得 到 的 最 大 支付 是 (了 ) .因此 ,联盟 SUT 节 使 当 S 和 
了 7 了 互 不 合作 时 也 能 取得 v4S) + v(T). 而 根据 特征 函数 的 定义 ， 
v(SUT) 是 SUT 保 证 能 够 得 到 的 最 大 支付 。 由 此 可 知 ， 
vCSUT)vS) + v7T). | 
以 上 我 们 采取 了 [C19 的 简明 证 明 ( 见 该 书 242 页 ， 中 译本 第 
211 页 )， 我 们 认为 这 种 证 明 方法 是 很 令 人 信服 的 ， 毕 毫 无 损 于 论 
证 的 严格 性 ， 形 式 的 证 明 可 参看 [242119 一 120 页 . 
从 上 面 的 讨论 可 知 ， 合 作 % 人 对 策 工 三 [7 ,四 的 特征 函数 "是 对 
了 的 一 切 子 集 S 有 定义 的 一 个 实 值 集 阻 数 ， 它 满足 条件 (4.1)， 
(4.2) 和 (4.4). 
(4.4) 式 称 为 特征 通 数 的 超 可 加 性 (superadditivity). 当 等 
如 成 立时 ， 即 ， 如 果 对 于 一 切 S,TSI,SN7T = 3， 有 
v(SUT) = v5) +v(7), (4.5) 
则 称 ”具有 可 加 性 . 
合作 2 人 对 策 的 特征 函数 如 果 具 有 可 加 性 ,这 种 对 策 称 为 非 
实质 性 的 (inessential) 对 策 ， 它 没有 什么 值得 研究 的 内 容 ， 这 可 
以 从 下 面 的 定理 看 出 来 . 
定理 4.2. 合作 人 对 策 IT 三 [I,vj 的 特征 肖 数 v 具有 可 加 性 
的 充 要 条 件 是 


v(1) = 2 v({ 人 0d}). (4. 6) 


证 明 . 必要 性 显然 . 

充分 性 . 假定 (4.6) 式 成 立 . 设 S$S,TEI,，SN 站 T= ,连续 
利用 bv 的 超 可 加 性 有 

v (71) = ;3 v({i}) 


i=1 


= oi ov)+ D2) 


fes eT zi fs\4UT 


ES) To) + vuINSUY) | 
101 ， 


< SUT) toINSUT) HI). 
因此 ， 
v(S) +v(T) =v(SUT). 图 
我 们 主要 感 兴趣 的 合作 ”人 对 策 不 是 非 实质 性 的 对 策 ， 而 是 
竺 征 函 数 vz 满足 条 件 


v7D)> v0)) (4.7) 
的 对 策 ， 这 种 对 策 称 为 实质 性 的 (essential) 对 策 . 


4.3. 转 归 


合作 对 策 的 每 个 局 中 人 应 当 从 联盟 的 收入 中 分 得 各 自 应 得 的 
份额 。 这 可 以 用 一 个 % 维 向 量 
X= (XI, ,Xs) (‘4.8) 
来 表示 ， 其 中 x 表示 局 中 人 “在 Y 中 应 得 的 份额 。 这 个 向 量 应 满 
足下 面 两 个 条 件 ; 


XiEvC{L), 2=1,.,%, 《4.9) 
> ,Xi = v(7). (4.10) 
二 二 了 


向 量 % 称 为 一 个 转 归 (imputation)， 或 称 为 分 配 ， 也 可 以 称 
为 支付 . 

条 件 (4.9) 称 为 个 体 合理 性 条 和 件 (individual rationality). 
这 个 条 件 可 以 这 样 来 理解 ,一 个 局 中 人 : ， 不 管 他 是 否 参 加 到 一 
个 联盟 中 去 ， 如 果 最 后 分 配给 他 的 数额 x， 还 达 不 到 他 一 个 人 单 
于 所 能 得 到 的 收入 ， 很 难 想像 他 会 接受 这 样 的 分 配 ， 

条 件 (4.10) 称 为 集体 合理 性 条 件 (group rationality), 或 派 
雷 托 最 优 性 条 件 (Pareto optimality) 。 这 个 条 件 可 以 这 样 来 解 
释 . 如果 


v(1)> 2 xi, 


重 
pp 


则 7 中 全 部 成 员 可 以 组 成 大 联盟 了， 得 到 的 总 收入 是 pCT) .由 于 
(7D) 一 > 0 ， 


所 以 每 个 局 中 人 司 以 在 % 以 外 再 得 到 一 些 额 外 的 收入 ,例如 ， 
每 个 局 中 人 可 以 分 得 
二 | - x*,]> 0. 


因此 ， 他 们 肯定 不 会 接受 x 这 个 分 配方 案 . 另 一 方面 ， 


2 xX1>0(7) 


是 不 可 能 的 ， 因 为 wv(7) 按 定义 是 全 部 局 中 人 组 成 大 联盟 也 能 取 
得 的 最 大 的 收入 ， 和 总 的 分 配 不 许可 超出 总 的 收入. 由 此 可 见 ， 
(4.10) 式 应 当成 立 ， 

非 实质 性 的 对 策 只 有 一 个 转 归 ， 

定理 4.3. 非 实质 性 的 对 策 只 有 一 个 转轨 , 即 

x= (v{1},.…,v{n}). (4.11) 

证 明 。 设 x= (wi,…,%s) 是 非 实质 性 对 策 T 三 [7T,v] 的 一 个 转 

归 . 如 果 对 于 某 个 i 有 
x >v({t}), 

则 由 (4.9) ， 


E> 3 v({2}). 


但 由 (4.10)， 上 式 左 边 等 于 v (1)， 又 由 (4.6)， 上 式 右边 也 等 于 
v(7) .因此 ，v(1) DC7) ， 了 矛盾 . 由 此 可 见 ， 对 于 每 一 个 z， 有 


Mi =v({2}), 
所 以 对 策 只 有 一 个 转 归 ， 邵 
x= (v{1},..,v{n}). 时 


对 于 实质 性 的 对 策 T ==[ 了 ,2])， 由 于 
sdT03 。 


a=v(1) — > v({t})> 0， 


t=1 


有 无 穷 多 种 方式 将 4 分 为 个 非 负 的 实数 4,,… ,4。， 使 得 
> =4. 
容易 验证 ， 任 何 形 如 


x= (v{1}+a,,v{n} + 4a;) 


的 问 量 是 TT 的 一 个 转 归 .因此 ,有 无 穷 多 个 转 归 . 


4.4. 策略 等 价 关 系 和 特征 函数 的 (0,1) 规 范 化 


合作 对 策 可 以 按 其 基本 性 质 进行 分 类 ， 使 得 每 一 类 对 策 都 上 
在 共同 的 特性 . 我们 要 从 对 策 的 特征 函数 来 考虑 分 类 的 问题 . 从 
局 中 人 的 角度 来 考虑 ， 如 果 两 个 对 策 的 特征 函数 在 策略 方面 的 可 
能 性 完全 相同 ， 就 把 这 两 个 对 策 看 做 是 等 价 的 ， 同 时 把 两 个 特征 
驮 数 也 看 做 是 等 价 的 ， 这 种 等 价 关 系 称 为 策略 等 价 关系 .将 全 体 
特征 函数 划分 为 策略 等 价 类 后 ， 从 每 一 类 中 选 出 一 个 最 简单 的 特 
征 画 数 作为 这 一 类 的 代表 .这 样 ,对 整个 一 类 对 策 或 特征 函数 的 研 
究 ,就 可 以 简化 为 对 这 个 代表 的 研究 ， 
定义 1， 设 工 三 [7,vj 和 I 三 [TT,v J 是 定义 在 同一 个 T= {1， 
… :24} 上 的 两 个 合作 2 人 对 策 ， 如果 存 在 2 个 常数 al,…,4a 和 一 个 
正 的 常数 c, 使 得 对 于 I 的 每 一 个 子 集 S 有 
v’ (S) =cv(S) + > Ci， (4.12) 


则 称 荆 和 是 策略 等 价 的 ,或 者 说 ,特征 函数 "和 区 是 策略 等 价 的 . 
下 面 我 们 来 证 明 ， 这 样 定义 的 策略 等 价 关 系 满足 等 价 关 系 的 
三 个 条 件 ， 即 ， 自 反 性 ,对 称 性 和 可 递 性 .我 们 以 记号 “v~v” 
表示 v 和 和 wv 寅 略 等 价 . 
(1) 目 反 性 .每 一 个 特征 函数 v 同 它 本 南 策 略 等 价 ， 即 


Uy, 
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在 (4.12) 中 取 c*=1， a: 0s 17= ij, °° Ny 就 让 明了 这 一 性质. 
《2 ) 对 称 性 如果 z 一 2 ， 则 > 一 v. 


设 v~v ， 即 
vy (S) = cv(S)+ Yas, 
es 
解 出 v(S)， 得 
1, Hr 
0S) = -一 ‘s+ To( : ) 


1 ES 
因为 一 > 0， (=1,…,m) 都 是 常数 ， 上 式 就 是 v 一 v2 
(8) 可 递 性 ， 如果 ww 4，v 一 上 2*， 则 wv~v“， 
因为 wv~v”， 所 以 


v’ (S) = cv(S) + Ta, (c> 0). (4.12) 
因为 wv/ 一 zw”， 所 以 
v (SS) =c vy (S) 十 2 (c’ > 0). (4.13) 
es 
将 (4.12) 代 入 (4.13)， 得 到 


vi(S) =e’cv(S) + (af +c’ay). 


feEs 
由 于 cc> 0 , (41+c'41) 是 nn 个 常数 ,上 式 就 是 z~v 的 定义 . 
有 了 策略 等 价 的 概念 ， 我 们 就 可 以 在 特征 函数 的 每 一 个 策略 
等 价 类 中 选 出 一 个 代表 ， 这 个 代表 具有 同一 等 价 类 中 每 个 成 员 所 
共有 的 特性 . 为 此 ， 我 们 引进 下 面 的 概念 . 

定义 2. 合作 wn 人 对 策 T 硅 [7 ,四 的 特征 函数 w 如果 满足 下 面 

两 个 条 件 ， 、 
v({2}) =0, =， 了， (4.14) 
v(1) =1, . (4.15) 
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则 称 T 或 v 是 00, 规范 化 的 . 
定理 4.4. 每 一 个 实质 性 的 合作 4 人 对 策 民 三 [了 ,四 策略 等 价 
于 唯一 的 一 个 (0,1) 规 范 化 对 策 . 
证 明 . 要 使 得 v 是 同 v 策 略 等 价 的 (0,1) 规 范 化 特征 函数 ,应 
妆 证 明 ， 存 在 常数 c> 9 和 ww 个 常数 gj ,z = 1,…,w, 满 足 
v ({2}) =cv({2}) + =0, 7=1,..,%, (4.16) 
(7T) =cy(7) + 》 0 = 1 (4.17) 


t=1 


将 (4.16) 中 % 个 等 式 相 加 ， 得 到 
于 wo = -于 vb) 
代入 (4.17) 式 ， 加 
co(7) -oo =1. 
由 假设 ， 对 策 是 实质 性 的 ， 所 以 
v (7) — yi}) >0. 
因此 ， 和 


1 


c= ->0 


™ 


v1) — 2 v({2}) 


i=1 


(04.18) 


代入 (4.16) 式 ， 有 
Gy = —cv({7}) = ?0) (4.19) 
v7) — 2 v({t}) 


i=1 


(4.18) 和 (4.19) 是 方程 组 (4.16)，(4.17) 的 唯一 解 ， 因此 ， 
与 ”策略 等 价 的 (0,1) 规 范 化 特征 函数 ” 是 唯一 确定 的 ， 用 
对 于 (0,1) 规 范 化 的 合作 % 人 对 策 ， 转 归 
M 一 《和 Ne) (4.8) 


ed06。 


i i ， 


应 满足 的 条 件 (4.9) 和 (4.10) 变 为 
Ns>0, C=1,,%, (4. 20) 


Sxi=1. (4.21) 
t=} 


全 体 转 归 的 集 是 w 维 空间 里 的 ww 一 1 维 单纯 形 . 
由 定理 4.4 可 知 , 对 于 固定 的 7, 合作 对 策 的 每 一 个 策略 刍 价 辩 
可 以 由 其 (0,1) 规 范 化 对 策 作 为 代表 , 它 具 有 整个 一 类 对 策 的 共同 
特性 . 因此， 对 于 每 一 个 策略 等 价 类 ， 我 们 只 须 研究 它 的 这 个 代 
表 就 行 了 . 
例 2. 合作 6 人 对 策 的 特征 函数 v" 的 值 是 (js| 是 联盟 3 中 的 
局 中 人 数 )， 
v(S) =1, 车 1S| = 1， 
v(S) =3, 车 |S| =2， 
v(S) =5, 车 |S| =3， 
v(S) =7, 若 |Sil =4， 
v(S) =10， | 阁 15| =5， 


v(1) = 12. 
把 这 个 特征 函数 化 为 (0,1) 规 范 化 形式 . 
按照 (4.18) 和 (4.19) 式 计算 c 和 er， 我 们 有 
1 1 1 
CT -6 6 
v(71) — 2_,v({ 人 ) 
_ Nl 1 
G; = ~ cv({2}) 6 1 a 7 1 和 ，6 
代入 (4.12) 式 ， 得 到 
2 (SS) = 0， 若 |S| =1， 
/ 3._.2_1] = 
CH 《9) = 6 6 6 多 若 |S| 有 
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号 
o CS = 一 0=- 车 Is =3， 
F _ 7 _4_.8 一 
(5S) = 若 |S| = 4， 
好 (S) 6 6 6 9 若 | | p 
v’ (7)==1. 


在 原来 的 对 策 里 ， 转 归 x = (x1,… ,xe) 满足 下 列 条 件 ， 
X11, j=1,.,6, 
Xi+ "+ Ne = 12. 
特征 函数 ” 化 为 (0,1) 规 范 化 特征 通 数 v 后 ， 转 归 是 满足 条 件 
XI 宕 0, 71=1,.,6, 
Xit'"*t+tXs=1 
的 全 体 启 量 x = (x',…,x!) 的 集 . 
对 于 合作 2 人 对 策 ， 除 了 以 上 所 述 的 (0,1) 规 范 化 形式 外 ， 有 
时 也 需要 用 到 (- 1,0) 规 范 化 形式 ， 即 ， 特 征 函 数 v”(S) 满足 条 件 


0/ ({2}) = 一 1， 2=1,.,%, (4.22) 
v’ (7T) =0 (4.23) 
的 形式 . 
不 难 验证 ， 从 (0,1) 规 范 化 特征 函数 " 变换 成 (- 1,0) 规 范 化 
特征 函数 v’ 的 公式 是 
2 (S) =%0O(S) - |S|， (4.24) 
其 中 S 是 7 的 任意 子 集 . 


在 上 面 的 例 3 中 ， 将 (0,1) 规 范 化 特征 函数 v 变换 成 (一 1,0) 
规范 化 特征 阴 数 v”， 结果 是 


v7 ({2}) = —1, t=1,.,6, 
v’(S)=—1, 车 |S| =2,3,4， 
v”(S) =0, 车 ]Sl = 5， 
v” (7) =0. 


| 


定理 4.4 确 定 了 一 切实 质 性 合作 对 策 的 (0,1) 规 范 化 形式 ， 现 
在 我 们 来 看 非 实质 性 的 合作 对 策 . 
设 T 三 [了 ， 中 是 一 个 非 实 原 性 合作 w 八 对 策 . 非 实质 性 对 策 的 
特征 函数 v* 具 有 可 加 性 ， 所 以 
v(S) = 》 DC{ 人 1) (4.25) 


iEes 


对 于 一 切 SS7 成 立 . 对 于 每 一 个 SST, 令 


v’ (S) =v(5) + >》 [一 0) 了 


AfEs 
将 上 式 与 策略 等 价 关系 的 定义 (4.12) 式 进行 对 比 ， 有 
c=1>0, a = 一 VC({t)，27=1，…，9。 
因此 ，v~v .但 是 ，v’ (5S) 三 0。 所 以 一 切 非 实质 性 的 对 策 同一 
个 特征 函数 恒 等 于 零 的 对 策 具 有 策略 等 价 关 系 . 


4.5. 合作 二 人 对 策 
本 节 讨 论 人 台 作 二 人 对 策 的 特征 天数 . 合作 二 人 对 策 可 以 分 为 
常 和 合作 二 人 对 策 和 非常 和 合作 二 人 对 策 两 类 . 
所 谓 常 和 4 人 对 策 ， 就 是 对 于 每 一 个 局 势 s 满足 条 件 
y Pi,(s)=E 


{=i 


的 对 策 ， 其 中 为 一 常数 . 如 果 我 们 选择 ww 个 常数 1 ,5 = ,IE 
使 得 


yh =E, 


是 一 


并 仿 
Pi!i(s)= 了 Pi，(S) -hi, 


则 和 
2，Pf(s) =0， 
1 


109。 


可 风沙 和 对 策 与 零 和 对 策 从 策略 上 考虑 是 等 价 的 .在 同一 个 策 咯 
局 势 下 ， 两 者 每 个 局 中 人 的 支付 相差 一 个 常数 . 
对 于 特征 通 数 形式 下 的 合作 %w 人 对 策 ， 常 和 与 零 和 也 同 样 是 
等 价 的 概念 . 
首先 ， 关 于 常 和 对 策 的 特征 函数 ， 我 们 有 下 面 的 性 质 . 
定理 4.5. 在 合作 % 人 常 和 对 策 T 三 [T,v] 中 ， 对 于 每 一 个 联 
盟 SSCI， 有 
v(S) +v(INS) = v(7). (4.26) 
证 明 。 我 们 有 
v(T) = 7 (S) = 天 = YE, C0) 


让 一 上 


其 中 为 常数 ， Pp, 是 局 中 人 i 的 支付 函数 ,Ei; 是 他 的 期 望 支付 . 因 
此 ， 对 于 每 一 个 联盟 $ST， 由 特征 函数 的 定义 (4.3)， 
(5) = max min SD_E,(x,y) 


Ke YEXI、s ES 


= Iax min | #- 5 Fi Cx,») | 


EXe VEXTS Te 


= InaxX 人 Rd+T min | - 5 ce]) 


EX YE 有 iEINS 


= max| #- max », E(x, ”1 


EXS yc<XT、\S ET\S 


= 有 一 Inin max 3, E,(x,y») 


EXS YEXI、gs teErI\s 


= 天 ~ max min >， 万 | (xy) 


一 I(7T) —v(INS). 
蚀 此 即 得 (4.26) 式 . 本 
常 和 和 对策 的 这 一 性 质 称 为 特征 函数 的 互补 性 . 
我 们 现在 回 到 合作 二 人 对 策 的 讨论 . 
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对 于 常 和 合作 二 人 对 策 , 如 果 它 是 实质 性 的 对 策 , 则 根据 定理 
4.4， 它 与 唯一 的 一 个 (0,1) 规 范 化 对 策 策略 等 价 . 化 为 (0,1) 规 
范 化 对 策 后 ， 有 

ot{1})) =v({2})=0, vv({1,2})=1. 
但 由 定理 4.5， 
oc({1})=v{1,2}) ~v({2})=1-0=1, 、 
这 与 v({ 1}) = 0 相 和 矛盾 ， 由 此 可 见 ， 一 切 常 和 合作 二 人 对 策 都 
是 非 实 质 性 的 . 

下 面 再 来 看 非常 和 合作 二 人 对 策 . 

例 5. 我 们 重新 考虑 一 下 3.3 市 例 3 中 的 2x 2 双 和 矩阵 对 策 
(“夫妇 爱好 问题 ”): 


2 -1 1 -1 
4A=( 由 B=( ， 2) 
作为 非 合 作 二 人 对 策 ， 我 们 已 经 看 到 ， 由 于 局 中 人 1,2 只 能 各 人 自 


独立 地 采用 混合 策略 ， 所 以 它 的 支付 集合 是 图 3.2 中 的 域 F. 现 
将 该 图 重复 画 出 如 国 4.1(a) 所 示 ， 


《D) 


(9) (~-1,- 1) 


-1 -1) 


图 4.1 
ellle} 


op 


现在 ， 如 果 把 支付 定 阵 4, 好 所 代表 的 对 策 看 作 是 一 个 合作 二 
人 对 策 ， 则 局 中 人 工 和 2 的 混合 策 路 可 以 结合 起 来 ， 形 成 联合 的 
混合 策略 . 例如 ， 两 个 局 中 人 可 以 事先 商定 ， 或 者 两 人 都 选择 策 
略 1 ， 或 者 都 选择 策略 2 . 要 做 到 这 一 点 ， 只 要 掷 一 枚 钱币 ， 事 
先 规定 ， 若 钱币 正面 向 上 ， 则 两 人 都 选择 策略 1 ， 车 反面 向 上 ， 
则 都 选择 策略 2 . 

如 果 人 允许 局 中 人 1 , 2 采用 一 切 可 能 的 联合 混合 策略 , 则 全 体 
支付 (E,,E,) 的 集 是 图 4.1(b) 中 的 区 域 V', 它 是 (-1，- 了 DD), 
(1,2) , (2,1T) 三 点 的 凸 包 . _ 

不 难 算出 ， 这 个 合作 二 人 对 策 的 特征 函数 " 的 值 是 


vy({1}))=v({2})= 于-， vy({1,2}) =3. 


例 4. 3.3 三 例 4 “ 因 犯 的 难题 ”的 支付 宗 阵 是 
8 0 8 10 
4 2) Bo 2) 

作为 非 合 作 二 人 对 策 ， 它 只 有 一 个 平衡 点 %*=0，y=0， 牙 
就 是 两 个 局 中 人 同时 选择 第 二 个 纯 策略 ， 如 果 把 4,B 看 作 是 一 个 
合作 二 人 对 策 的 支付 矩阵 ， 则 情形 就 完全 不 同 了 . 两 个 局 中 人 可 
以 事先 交换 情报 ， 可 以 预先 约定 采取 某 个 纯 策略 或 某 个 联合 混合 
策略 ， 也 可 以 对 两 人 所 得 支付 的 总 额 进行 再 分 配 ， 我们 现在 按照 
定义 (4.3) 来 求 这 个 合作 二 人 对 策 的 特征 隆 数 . 

按照 4.1 节 例 1 的 方法 进行 计算 ， 以 I ,工分 别 表示 每 个 局 中 
人 第 一 和 第 二 个 纯 策 略 ， 列 表 如 下 ， 


{2} 
I I 
{1} I | 8 
I 10 乡 


一 ， . 一 一 


容易 看 出 ，v({ 1}) =2。 


其 次 
{1} 
I I 
{2} I : 8 0 
10 2 


应 当 注 意 的 是 ， 这 里 以 {2} 作 为 第 一 个 局 中 人 S， 以 {1} 作 为 第 
二 个 局 中 八 S， 所 以 这 里 的 支付 矩阵 是 原来 的 支付 矩阵 B 的 转 
置 ， 因 此 ，v({ 2}) =2. 

我 们 得 到 特征 函数 v 的 值 如 下 : 

v({1})=v({2})=2, v({1,2}) =16. 

最 后 ， 我 们 指出 ， 任 何 一 个 实质 性 的 (因而 不 是 常 和 的 ) 合 作 
二 人 对 策 都 策略 等 价 于 唯一 的 一 个 (0,1) 规 范 化 对 策 ， 其 特征 函 
数 是 

v({1})=v({2})=0, 
v({1,2})=1, 

上 面 两 个 例子 里 的 合作 二 人 对 策 都 可 以 化 为 这 种 与 之 策略 等 价 的 
形式 ， 


4.6. 转 归 之 间 的 优 超 关 系 . 
合作 三 人 对 策 


定义 1. 设 Y= (Y…Xa) 和 7》= (7 … ,Ys) 是 合作 ww 人 对 筑 
[=[7, 切 的 两 个 转 归 ， 联 盟 S 是 7 的 非 空子 集 ， 如 果 


v(5)> yi, (4.27) 


ies$ 


?YX YEG9， (4.28) 
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则 称 y 关 于 5 优 超 于 x(y dominates x with respect to S) ,或 者 
说 ，x 关 于 5 被 y 优 超 ， 记 为 
“ Jy sx. (4.29) 
(4.27) 称 为 可 行 性 或 有 效 性 (effectiveness) 条 件 . 或 者 说 ， 
5 是 对 于 y 的 有 效 集 . 如 果 这 个 条 件 不 成 立 ， 中 
vO ZOL yi 


tes 


则 因 wvCS) 是 联盟 5 能 够 保证 得 到 的 最 大 收入 ， 所 以 S 的 成 员 不 一 
定 能 实现 转轨 y 应 允 给 予 他 们 的 分 配 ， 因 此 就 谈 不 上 优 超 与 否 的 
问题 . 

条 件 (4.28) 表明, 对 于 S 中 每 一 个 成 员 i 来 说 转 归 y 比 了 好 ,g 
中 所 有 的 成 员 都 将 选择 y 而 不 愿 选择 %. 

一 个 转 归 关于 某 个 联盟 优 超 于 另 一 个 转 归 的 概念 满足 可 递 
性 . 这 就 是 说 ， 如 果 z 六 sy， y>s%, Mz s%。 

证 明 如 下 ， 因 为 2,:y， 所 以 


v(S)> yz1, (4.30) 
es . 
zr>y:, iES, (4.31) 
又 因 y>,;x。 所 以 
v(S)> 2 yi, (4.32) 
疡 旦 
Vi> Xi, i€S,. (4.33) 


结合 (4.30)， (4.31) ，(4.33) 即 得 
v(S) > 2 2 
ies 
: Zi> Xi i€5. 
因此 ， 2Z> sx, 


关于 单 人 联盟 不 可 能 有 转 归 的 优 超 关系 .这 是 因为 ， 如 果 
ye, 则 由 定义 ， 
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VC Pi 
;一 Xi ， 
于 是 有 
v({2})>y >%,. 
Xi 破坏 了 转 归 的 定义 (4.9) . 
关于 全 体 局 中 人 的 大 联盟 了 也 不 可 能 有 转轨 的 优 超 关系 ， 这 
是 因为 ， 如 果 y> 1*， 则 
v(D)> 2 Yi, 


=1 
Yi>%1， LE€I. 
于 和 是 有 
>》 yy》 x =v(7). 
f=1 i=1 
》 破 坏 了 转 妇 的 定义 (4.10) ， 
定义 2. 如 果 存 在 一 个 非 空 联盟 SCI 使 得 


bp (4.34) 
则 称 转 归 y 优 超 于 转轨 x， 记 为 
y>%. (4.35) 
转 归 的 一 般 优 超 关系 不 一 定 满足 可 北 性 ,举例 如 下 . 
设 合作 三 人 对 策 的 特征 函数 " 的 值 是 


v({2})=0, z=1,2,3, 
v(\(1,2}) =v({1,3}) =v({2,3}) =v(7) = 10。 
考虑 下 面 三 个 转 归 ; 
z= (0,5,5), 
y= (6,4,0),， 
X= (和 4,0,6). 
我 们 有 / 
. 3 六 J 
但 z 不 优 超 于 x. | - 
e 115 。 


定义 3. 设 SCJ， 3 是 一 个 转 时 ， 定义 


Domsy = {x:y>,*}, (4.36) 
称 为 转 归 y 关 于 联盟 $5 的 优 超 域 (dominion) .并 定义 
Domy = U Domsy, (4.37) 
5S 
称 为 转 归 y 的 优 超 域 ， 
设 和 是 全 部 转 妇 的 集 . 对 于 任意 的 集 4CX， 和 定义 
Domy4 = U Domsy, (4.38) 
称 为 转 归 集 4 关 于 联盟 S$S 的 优 超 域 .并 定义 
DomA = YU,Doms4, ‘4.39) 
SFs 
称 为 转 归 集 4 的 优 超 域 . 


我 们 现在 来 讨论 合作 三 人 对 策 的 转轨 的 优 超 关系 ， 

由 于 非 实质 性 的 合作 对 策 只 有 唯一 的 一 个 转 妇 ( 匈 4.4 节 人 
3 ) ， 而 且 这 种 对 策 策略 等 价 于 特征 函数 恒 等 于 零 的 对 策 ( 见 4.4 
节 末 ) ， 所 以 不 存在 优 超 的 问题 .我 们 假定 所 讨论 的 合作 三 人 对 
策 都 至 实质 性 的 ， 并 假定 对 策 的 特征 函数 v" 已 简化 为 〈0,1) 规范 
化 的 形式 . 

三 人 对 策 的 转 归 集 及 的 点 x 可 以 用 平面 上 高 为 1 的 正三 角形 
中 重心 坐标 为 (%，,%;, Xs) 的 全 部 点 来 表示 ， 基 中 %1，%x;， %s 满 
足 条 件 : 

Xi 之 0， i 二 ,2383,， 


这 个 集 就 是 第 一 章 1.12 节 中 的 3:. 
首先 ， 对 于 实质 性 的 常 和 合作 三 人 对 策 T 圭 [I,v]， 我 们 有 
v({2}) =0,， z=1，2，3， 
v({1,2}) =v({1,3}) =v({2,3}) =v(7) =1. 


”这 可 从 上 和 节 定 理 4.5 所 述 的 互补 性 〈4.26) 直接 推 得 . 


设 y= 《yya2，， ya3) 是 和 中 的 一 点 . 先 考 虑 联盟 {1 ,2 .我 们 
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知道 ， 
y> (1,2)% 
的 定义 是 
v({1,2}) = 1 Fy + ys9 
Vi Ys> %,, 
因此， 在 图 4.2 中 ， 转 归 yy 关于 联 
盟 {1, 2} 的 优 超 域 是 
Dom{1,2}y = yb3¢c, 


不 包括 v5 和 cy 

类 似 地 ， 有 
Dom!{i1,2}y = yf2a, 不 包括 yf 和 ayy， 
Dom:?,3}y = yadle, 不 包括 y4 和 ey. 


根据 〈4.37) 式 ，y 的 优 超 域 是 . 
Dom y= (Dom{1,2}y) U (Dom#1,3}y) U Dom (2,3} 7»), 
就 是 图 中 的 三 个 阴影 部 分 .图 中 无 阴影 部 分 的 三 个 三 角形 (包括 
三 角形 的 边界 ) 是 不 馈 转 归 y 优 超 的 区 域 ， 它 等 于 
X、\Domy. 
下 面 再 来 讨论 非常 和 合作 三 人 对 策 转 归 的 优 超 关 系 . 
一 般 (非常 和 ) 合作 三 和 对策 T 三 [7 ,vzv] 在 00,1) 规范 化 形式 
下 特征 水 数 v 的 值 是 
zt) =0, i=1,2,8, 
v(I)=1,， 
v{1,2}) =es, vv({1,3})) =¢c,, 2({2,3})= ct， 
其 中 c),，c;， cs 都 是 [0,1] 中 的 常数 . 
我 们 知道 ， 关 于 单 人 联盟 {i} 和 全 体 局 中 人 的 联盟 7 都 不 存在 | 
转 妇 的 优 超 关 系 . 因 此 ， 只 可 能 有 关于 位 ,23}， 刀 ,3}，{2,3} 的 优 ， 
起 关系 . 
先 看 关于 联盟 {1,2} 的 优 超 关 系 
: y> (1,2)%, (4.40) 
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其 中 x% = (Xi …，XYe) ， y= (Ys °°, ys。) 是 叉 中 的 转 妇 ,由 定 


义 ， 
vA1,2}) =cs> y+ ys, 《4.41》 
YN YN. (4.42) 
可 行 性 条 件 可 以 改写 成 : 
ys>1 一 cs， (4.43) 
上 式 表 东 点 y 应 位 于 直线 y= 1 ~c, 上 或 在 其 右 伴 ， 兄 图 4.3. 
类 似 地 ， 由 关于 联盟 { 3 和 /、 
{2,3} 的 优 超 关系 人 /AY 
yA(1,3}N, Jy 
YP 123 入 
分 别 有 : 
yl1-cs,， (4.44) 
yl1 -cl. (4.45) 。 
上 面 第 一 式 〈4.44) 表 示 点 应 在 直 “ 一 
线 ys。 =1 工 -c: 上 或 在 其 左 侧 ， 第 二 式 图 4.3 


(4.45) 表示 点 y 应 在 直线 和 =1 -ci 上 或 在 其 上 方 , 见 图 4.4。 


一 


pe «et 


ep 


一 个 转 归 yy 如果 满足 条 件 (4.43) 一 (4.45) ， 则 它 的 优 超 
域 是 图 4.4 中 的 阴影 部 分 ， 是 三 个 平行 四 边 形 .这 同 图 4.2 的 情况 
相同 . 

如 果 ?Y 满 足 条 件 〈4.45) ， 但 不 满足 条 件 (4.43) 得 (4.44)， 
则 ?7 的 优 超 域 Domy 如 图 4.5 中 启示 . 

又 好 cu，c*， cs 的 值 使 得 三 条 直线 

和 二 工 一 Ci， 
多 研一 Cy， 
ys 于 一 Cs : 
和 总 y 的 位 置 如 图 4.6 所 示 ， 则 >》 的 优 超 域 是 图 中 的 两 个 平行 四 这 
形 . 
其 他 的 情况 可 以 类 似 地 画 出 ， 这 里 不 再 一 一 列举 . 


4.7. 合作 n 人 对 策 的 核心 


从 本 节 起 ， 我 们 要 介绍 一 些 关 于 合作 2 人 对 策 的 解 的 概念 . 设 
让 三 LT,vj 是 一 个 合作 mw 人 对 策 , 其 中 T= {1,…， 对 ,特征 函数 * 是 定 
义 在 7 的 一 切 子 集 类 上 的 实 值 画 数 . 直 观 地 说 ， 我 们 希望 在 全 体 转 
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归 的 集 和 中 找 出 一 些 转 归 ， 这 些 转 妇 能 够 被 参加 到 各 个 联盟 或 合 
伙 S 中 的 各 个 局 中 人 所 接受 .如 果 存 在 唯一 的 一 个 转 归 xE€X， 它 
能 够 让 每 一 个 局 中 人 i 都 感到 满意 ， 则 这 个 转 归 就 可 以 作为 所 考 
虑 的 对 策 的 解 .例如 ， 在 上 节 启 讨论 的 实质 性 合作 三 人 对 策 中 , 如 
果 有 一 个 转 归 x， 它 优 超 于 任何 其 他 转轨 ,又 不 被 任何 其 他 转 归 所 
优 超 ， 这 就 是 说 ， 没 有 一 个 联盟 S 能 够 提出 对 自己 更 有 利 的 转 归 ， 
那么 ， 这 个 转 归 x 就 是 一 个 受到 全 体 局 中 人 欢迎 的 理想 的 分 配方 
案 ， 就 可 以 作为 对 策 的 解 .但 ， 不 幸 的 是 ,这 样 的 转 归 一 般 并 不 
存在 . ~ 

因此 ,我 们 寻求 的 将 不 是 一 个 单一 的 转 归 ,而 是 满足 一 定 条 件 
的 一 些 转 归 所 组 成 的 集 .我 们 将 首先 考虑 那些 不 受 任 何其 他 转 归 


优 超 的 转 归 . 
为 了 书写 简洁 ， 我 们 采用 下 列 记号 . 设 S 志 放 是 T 中 元 素 的 一 
个 联盟 ，x = (xi …，%n) 是 一 个 转 归 .我 们 记 
%(S) = YY, 若 S 拟 打 ， (4.46) 
| 
并 规定 
x(G) =0， (4.47) 
定义 。 设 T 三 [TIT，v] 是 合作 mw 人 对 策 . 对 于 一 切 S 针 了 ,满足 
v(S)<x(S) (4.48) 
的 转 归 x 组 成 的 集 C 称 为 工 的 核心 〈core) . 即 
C={x: xEX; uCS)--%(S)<0，SST. (4.49) 


(4.48) 式 表 示 , 对 于 一 切 联盟 SSI,C 中 的 转 归 %* 提供 给 5S 的 
分 配 不 少 于 SS 自身 所 能 得 到 的 总 收入 z(S)， 久 而 * 是 能 被 一 切 5S 搁 
受 的 转 钴 . 
下 面 的 定理 表明 ， 核 心中 的 转 归 就 是 不 被 其 他 转轨 优 超 的 那 
些 转 归 . 
定理 4.6.。 设 I 三 [T,vj 是 合作 wn 人 对 策 ，C 是 I 的 核心 . 则 转 
归 x = (xi ，…，Xa) EC 的 充 要 条 件 是 x 不 被 优 超 . 
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证 明 . 必要 性 . 我 们 要 证 明 ， 若 xEC， 则 x 不 被 优 超 . 
假设 x 被 某 个 转 归 V= (Wi  …， yn) 优 超 ， 即 y 闻 和 ， 则 由 优 
超 的 定义 ， 存 在 某 个 SC7T， 使 
v(S)>y(S)>x(S). 
因此 ，x ZC. 
充分 性 . 现在 证 明 ， 若 x 不 被 优 超 ， 则 x EC， 
首先 假定 ， 特 征 函 数 "已 简化 为 (0,1) 规范 化 形式 ， 
假设 x* 才 C， 则 存在 联盟 5S 使 : 
v(S) >x(S). / 
在 上 式 中 ，S 显 然 不 可 能 是 单 人 联盟 ，S 也 不 可 能 等 于 于， 否则 将 
不 符合 转 归 的 定义 .我 们 有 
x(INS) = x(1) - x(S) 
=v(71) — x(S) 
>v(S) -x(S) >0. 
我 们 构造 一 个 转轨 y= (yu …，, ys， 使 得 


ysx. 
为 此 ， 令 :是 满足 条 件 
0 可 [y(S) ~x(S)] (4. 50) 
的 数 ， 并 令 
Xi 十 2， 看 +E SS， 
y 一 ! 1 . _ 。 
7 [x(7\S) - |Si ej, 若 15. 
容易 验证 ， 


yi>0, ZZ=1, .1 
[由 (4.50) ，v(S) -%(S) > |Sl ze， 故 当 it 矣 S 时 ， 
x(IN\S)- |Sle=x(I)—-zx(S)— |Sle 
=v(1) ~ x(S)— |Sle 
之 2(S) — %(S) — |S| 2>>0], 
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且 
9(T) =v(7), 
v(S)>x(S) + |Sle = y(S), 
yi>xrs iE€S, 
所 以 ys%，x 关 于 S 被 y 优 超 ， 这 就 证 明了 定理 的 充分 性 . 国 
我 们 知道 ， 关 于 单 人 联盟 {位 和 全 体 局 中 人 的 大 联盟 I 都 不 存 
在 转 归 的 优 超 关系 ,所 以 合作 2 人 对 策 只 有 当 w 之 3 时 才 会 有 核心 . 
当 m 之 8 时 ,任何 非 实质 性 的 对 策 T 二 [7T,v], 它 的 特征 孙 数 外 
具有 可 加 性 ， 且 只 有 唯一 的 一 个 转 归 ， 即 
X= vA} VC ))， 
因而 这 个 转 归 也 可 以 说 就 是 它 的 核心 . 
% 之 3 的 实质 性 对 策 ， 可 以 区 分 为 常 和 合作 2 人 对 策 与 非常 和 
合作 “人 对 策 两 类 . 关于 前 者 ， 我 们 有 下 面 的 定理 ， 
定理 4.7. 设 T 三 [7,vj 是 实质 性 的 常 和 合作 x 人 对 策 , 则 对 策 
的 核心 C= 他. 
证 明 . 假设 C 非 空 ， 并 设 xEC， 则 由 定义 (4.49) ， 对 于 
每 一 个 有 
v({t})x, (4.51) 
v(IND THIND). (4.52) 
将 (4.51) 和 (4.52〉 两 式 左右 两 边 分 别 相 加 .由 于 对 策 是 常 和 
的 ， 所 以 左边 两 项 之 和 为 v(7) .又 由 转 归 的 定义 (4.10) ， 右边 
两 项 之 和 也 等 于 v(7T) .由 此 可 见 ， (4.51) 式 中 等 号 对 于 一 切 ? 成 
立 ， 即 
v({t}) =x, 2=1,,n. (4.53) 
由 (4.53) 可 知 , 对 策 不 是 实质 性 的 .这 就 证 明了 C 是 空 集 . 四 
这 个 定理 说 明了 实质 性 合作 s 人 对策 (n 宇 3) 如 果 是 常 和 的 ， 
由 对 策 的 核心 是 个 空 集 . 
下 面 我 们 通过 例子 来 说 明 实 质 性 非常 和 合作 三 人 对策 的 核 
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例 5. 设 合作 三 人 对 策 工 的 特征 函数 > 的 人 是 
v({d})=0, i=1,2,3, 


2 
3 


x 


v({1,2}) = 


-7 -~ 
» vy({1,3}) = 1 v({2,3}) 3 


v({1,2,3})= 1. 
由 核心 C 的 定义 ， 转 归 * = (x1,%2,%3) EC 的 充 要 条 件 是 
fff) =0< 委 0， 
vC{2}) = 0<<x,, 
v({3}) = 0<%a， 


v({1,2}) = < 二 Ny9 
v({1,3})) =_ <x+x 
5 12 1 3 9 


v({2,3}) = ts. 
利用 转 归 的 集体 合理 性 条 件 〈4.10) ， 后 三 个 不 等 式 可 以 化 为 


i 
AS 3 ， 


YS 


因此 ，F 的 核心 是 图 4.7 中 的 阴影 区 域 ， 是 一 个 三 角形 ， 包 操 
三 角形 的 边界 . 
例 6. 设 合作 三 人 对 策 工 的 特征 函数 的 值 是 
v({2}) =0,。 7:=1,2,3, 


了 了 
6 


v({1,2}) = -二 ， v({1,3}) = v({2,3})) = ， 
v2,3D=1. 
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“EC 的 条 件 是 


Xi 之 0， t=1,2,3, 


v({1,2}) = 


< Ni Nss 
1 
6 


v({1,3}) = 


x Xl 二 %39 


v({2,3}) = < + 


图 4.7 图 4.8 
后 三 个 不 等 式 可 以 化 为 
Xa > 9 
Xs 9 
v < t. 
Is 6 


因此 ,的 核心 C 是 图 4.8 中 的 阴影 区 域 ， 是 一 个 四 边 形 . 

从 以 上 两 个 例子 不 难看 出 ， 实 质 性 非常 和 合作 三 人 对 策 如 果 
具有 非 空 的 核心 ， 则 这 个 核心 可 以 是 一 个 点 、 一 个 线段 、 一 个 三 
角形 、 一 个 四 边 形 、 一 个 五 边 形 或 一 个 六 边 形 . 

另 一 方面 ， 实 质 性 非常 和 合作 三 人 对 策 并 不 一 定 有 非 空 的 核 
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心 . 它 的 核心 也 可 能 是 一 个 空 集 .事实 上 ， 对 于 (0,1) 规范 化 蚊 
非常 和 合作 三 人 对 党 来 说 ， 当 
v({1,2}) +v({1,3}) trv({2,3})>>2 (4.54> 
时 ， 对 策 的 核心 是 空 集 . 
例 7. 合作 三 人 对 策 的 特征 函数 如 果 是 
v({2}) =0, :=1,2,3, 


2 2 -3 
v({1,2}) Tg v({1,3)) = 3-， v({2,3}) 4 9 


v({1,2,3}) = 1 9 
则 这 个 对 策 的 核心 是 空 集 . 


4.8. 合作 n 人 对 策 的 稳定 集 


上 节 讨 论 了 核心 的 概念 .对 于 一 个 合作 mw 人 对 策 来 说 ， 当 核心 
非 空 时 ， 核 心中 的 转 归 就 是 不 被 任何 其 他 转 归 优 超 的 转轨 .核心 
无 疑 是 合作 对 策 的 一 个 重要 概念 .但 是 ， 如 果 我 们 企图 把 核 心 作 
为 合作 对 策 的 解 ， 却 存在 着 不 可 克服 的 困难 ， 有 许多 对 策 的 核心 
是 空 集 . 

约 。 着 。 诺 依 曼 在 19] 中 提出 了 一 种 解 的 概念 .他 把 解 定义 
为 一 些 转 归 构成 的 集 了 7， 其 中 的 任何 两 个 转 归 之 间 不 存在 优 超 关 
系 ， 并 且 F 以 外 的 任何 一 个 转 归 被 了 中 某 个 转 归 所 优 超 . 

定义 . 设 X 是 合作 w 人 对 策 T 三 [T, 巴 的 转 归 集 ，VSX 是 满 


足下 面 两 个 条 件 的 转 归 的 集 ; 
(2 ) 如 果 z 生 下 ， 则 存在 *ET ,使 得 z 六 也 ， (4.56) 


我 们 称 集 V 是 对 策 工 的 一 个 稳定 集 (stable set) ， 或 称 为 工 的 一 
个 VN-M 解 (von Neumann- Morgenstern solution) . 

第 一 个 条 件 表 有 明 , VV 中 的 任意 两 个 转 归 是 不 可 比较 的 , 它 们 之 
间 没 有 优 超 或 被 优 超 的 关系 ,这 一 性 质 称 为 的 内 部 稳定 性 (inner 
stablility) ， 
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第 二 个 条 件 称 为 有 的 外 部 稳定 性 (external stability) . 这 个 
性 质 表明 ,不 在 了 中 的 每 一 个 转 归 w， 至 少 被 中 一 个 转轨 x 所 优 
起. 这 就 是 说 ， 对 于 不 属于 『 的 任何 一 个 转 归 z， 至 少 有 一 个 联盟 
S 要 反对 它 ， 这 个 联盟 S$ 为 了 自身 的 利益 将 努力 刍 取 一 个 分 配方 
案 zEF， 使 得 sz 六 sm. 

每 一 个 稳定 集 是 合作 对 策 的 一 个 解 ， 解 可 以 有 不 止 一 个 ， 可 
以 有 无 穷 多 个 . 

合作 对 策 的 核心 和 稳定 集 之 间 有 下 面 的 关系 . 

定理 4.8. 设 合作 nn 人 人 对策" 三 [I ,vj 有 非 空 的 核心 C， 且 它 
的 vzV-M 解 7 存在 ， 则 CSET. 

证 明 . 如 果 xEC， 则 * 不 被 任何 转 归 优 超 . 今 若 * 儿 六 ， 则 必 
存在 yEF 使 y>x. 这 与 Y 不 被 优 超 相 矛 盾 , 因 此 ，xEP. 基 

非 实 质 人 性 的 合作 对 策 只 有 了 唯一 的 一 个 转轨， 所 以 下 面 我 们 要 
讨论 的 是 实质 性 的 合作 对 策 ， 同 .上 节 讨 论 核 心 的 程序 一 样 ， 我 们 
首先 考虑 常 和 合作 三 人 对 策 ， 然 后 再 考虑 非常 和 合作 三 人 对 策 . 

设 T 二 [7 ,四 是 实质 性 的 常 和 合作 三 人 对 策 ， 并 设 对 策 的 特征 
函数 "已 简化 为 〈0,1)》 规范 化 形式 .这 时 ， 必 有 

v({2})=0, z=1,2,3, - 

v({1,2}) =v({1,3}) = v({2,3}) =1, 

v({1,2,3}) =1. 

容易 看 出 ， 在 图 4.9 所 通 出 的 三 
角形 的 重心 坐标 中 ， 平 行 于 三 角形 一 
个 边 的 一 条 直线 ， 例 如 平行 于 边 23 的 
直线 段 ze， 它 上 面 的 点 所 代表 的 转 


归 ， 具 有 以 下 两 个 性 质 ， 图 4.9 
(1 ) 若 *，7?7 是 bc 上 任意 两 点 ， 则 x 和 y 互 不 优 超 . 
(2 ) 由 于 


Domt2z,3}xX=xdle， 不 包括 x4 和 和 xe，。 
令 x 在 ,8S 上 变动 ， 我 们 得 到 
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Domt{z,3}bc = 三 角形 5c1， 不 包括 pc。 
br 
Dom{l,3)8 = 有 /2c， 不 包括 6 和 Bbc。 . 
Domti,2}yc=cb3c'， 不 包 插 cc 各 bc. 
因此 ， 
Dom bc =X be, 
丑角 形 1 2 3 中 除 线 段 8c 以 外 的 每 一 点 必 被 gc 上 某 一 点 优 超 , 
应 当 注 意 的 是 ， 要 使 得 
(Dom({1,3}b) UU (Domil yc) =b3 20\bes 国 
必须 且 只 须 bc 位 于 1 2,1 3 两 边 中 点 连 线 的 下 方 .这 就 是 说 ， 


如 果 bc 的 方程 是 %, = 有 , 则 0< <- 革 .在 这 一 条 件 下 ， 上 面 所 讨论 


的 平行 于 三 角形 的 一 边 2 3 的 线段 bc 按 定 义 是 对 策 工 的 一 个 
稳定 集 ， 也 就 是 玉 的 一 个 vwN -以 解 . 


由 于 是 小 于 -3- 的 任何 非 负 实 数 ,所 以 这 种 平行 于 边 2 3 的 直 


线段 有 无 穷 多 条 ， 因 而 的 这 一 类 vN-M 解 有 无 穷 多 个 . 

同 理 ,平行 于 三 角形 的 边 1 2 或 1 3 且 分 别 位 于 另 二 边 中 点 连 线 
左边 或 右边 的 家 线段 也 代表 的 vN-M 解 .这 两 类 的 解 也 都 有 有 无穷 
多 个 . 

上 面 的 (1 ) 就 是 vN-M 解 的 内 部 稳定 性 ， 《2 ) 就 是 外 部 
稳定 性 . 人 A 

除了 以 上 所 述 平行 于 转 归 三 角形 
一 边 的 直线 段 外 ， 常 和 合作 三 人 对 策 
还 有 另外 一 个 稳定 集 ， 就 是 转 归 三 角 
形 三 条 边 的 三 个 中 点 组 成 的 集 {4,5， 
c}, 见 图 4.10。 gg,5b,c 三 点 构成 的 集 确 
为 T 的 一 个 poN-M 解 ， 这 可 由 定义 来 “ 
加 以 验证 . 
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.一 一人 一- 一 一 一 一 


(1 ) 内 部 稳定 性 ，ayb;c 三 点 中 任何 二 点 之 癌 没 有 优 趟 区 


系 . 
(2 ) 外 部 稳定 性 ， 我 们 有 
Domi{a,b,c} = (Dom za) U (Dom 628) U (CDormn c) ， 
其 中 
Dom «= (ab1lc) \ {ab ,ca}, 
"Dom b= (be2a) ~ {bc ,ab}, 
Domec= (ca30) ~ {ca ,bc}. 
但 
Dom za 一 (pc {0,c}), 
Dom boO(ca\{ec,a}), 
Dom cDO(ab\ {a ,0}). 
所 以 


Dom{a,b,c} =X、\ {4,0,c}. 
这 就 说 明了 转 归 三 角形 中 除了 ap,c 三 点 以 外 的 每 一 点 至 少 被 
4,5,C 三 虞 之 一 优 超 . 
因此 ， 


- 二 ,二 ) 5=( 寺 到) =-( 二 ,二 ,0) 
z=(0, 一 ,二 小 2 0 


这 三 个 转 归 构成 对 策 [ 的 一 个 vxV- 开 解 ， 这 个 解 称 为 工 的 对 称 解 . 


前 一 种 类 型 的 解 则 称 为 有 差别 待遇 的 解 (discrim inatory solu- 
tion) .得 到 常数 《0<P<- 元 ) 的 那个 局 中 人 称 为 受到 差别 待遇 


的 局 中 人 . 


以 上 分 析 了 实质 性 常 和 合作 三 人 对 策 的 uN-M 解 .原始 的 详 


细 讨 论 可 参看 [19]285-288 页 (中 译本 第 249-251 页 ). 
以 下 我 们 来 考虑 实质 性 的 非常 和 合作 三 人 对 策 I 三 [I,vj， 
特征 疼 数 v 的 值 是 

tt =0, 1=1,2,3, 
。1285 一 : 


pO{1 .2}) =c， 
v({1,3}) =c,, 
v({12,3}) =c1s 
v({1,2,3})=1, 
其 中 c,，c,，c; 都 是 区 间 [50,11 中 的 实数 。、 
根据 核心 C 的 定义 (4.49) ， 容 易 看 出 ， 转 归 x = (x%1,%,,%;7 
EC 的 充 要 条 件 是 
v({1,2}) + vo({1,3}) + v({2,3}) =cv+crtcs 姑 2。 (4.57) 
因而 核心 为 空 集 的 充 要 条 件 是 
v({1,2}) + uC({1,3}) + v({2,3}) =c+crt+tc>2 (4.58)》 
这 一 条 件 我 们 曾 在 4.7 节 末 例 4.7 的 前 面 提 到 过 . 
我 们 现在 先 讨 论 C 志 3 
的 情形 . 这 时 〈4.57) 式 成 
立 . 我 们 在 4.7 节 中 已 经 看 
到 ， 对 策 工 的 核心 可 以 是 一 
个 点 、 一 个 直线 段 、 一 个 三 
角形 、 一 个 四 边 形 、 一 
边 形 或 一 个 六 边 形 . 二 
核心 C 如 图 4.11 所 示 . C 
中 的 点 是 不 被 任何 转 归 优 超 
的 点 . 
根据 转 归 之 间 优 超 关系 
的 可 行 性 条 件 (4.27) ， 关 图 4.11 
于 联盟 行 ,2}， 核 心 C 中 只 有 线段 ab 上 的 点 满足 (4.27) ， 这 
时 


v0{1,2}) = x({1,2})., 
el 关于 联盟 { ,2} 的 优 超 域 是 
| Domt1,2}ab = De3 fn， 不 包含 mf ,be. 
同 理 ， ~ 
,129 。 


Dom:1,3}ca = ca72dc， 不 包含 cd 67， 
Dom+t2,3}bc = becg1 如 ， 不 包含 bh ,cg. 

由 此 可 见 ，C 中 任何 两 点 之 闻 不 存在 优 超 关系 .C 的 边界 a3， 
bc,ca 上 的 点 优 超 于 三 个 五 边 形 内 部 的 全 部 点 .而 三 个 三 角形 4 了 7， 
bhe，cdg 包括 其 边界 的 全 部 点 不 被 C 的 边界 上 的 点 优 超 . C 的 
内 部 点 则 关于 任何 二 人 联盟 不 满足 优 超 的 可 行 性 条 件 . 

试 考察 4af7 这 个 三 角形 . 它 是 一 个 不 被 C 中 点 优 超 的 转 归 
的 集 ，C 中 的 点 也 不 被 它 的 反 优 超 . 

我 们 从 点 4 到 三 角形 的 对 边 fj 上 任 一 点 4 作 一 条 连 线 44”， 
则 aa 上 任意 两 点 互 不 优 超 ， 这 是 因为 ， 关 于 联盟 {2,3} ,a6 上 
的 点 不 满足 优 超 的 可 行 性 条 件 ; 而 关于 联盟 {1,2}， 虽 然 可 行 性 
条 件 成 立 ， 但 者 

YY 一 (YN yM3)，， 和 = (XA Na) 
是 aa’ 上 的 两 点 ， 则 或 者 是 
XXis XENs, 
或 者 是 
YX NX。 
桥 于 联盟 全 ,3}， 情 况 也 一 样 . 

再 设 * 是 4a’ .上 的 一 点 ， 见 图 4.12. 则 
Dom{1,2}% = xXg35s, 
Domu,3% = %r27. 

令 x 沿 4&4 从 &4 变 到 a ， 可 知 
Dom aa’ 包含 整个 三 角形 4f7. 

同 理 、 从 三 角形 C 的 另外 两 个 项 
点 8，c 分 别 向 小 三 角形 3%e，cdg 的 对 
边 上 任 一 点 8 ，c 各 作 一 条 连 线 bb 人 ， 
和 和 cc’ ， 见 图 4.11， 则 Dom 好 “包含 整 
个 小 三 角形 5he，Domcec 包含 整个 小 
三 角形 cdg (以 上 除 aa ,bb’,cc’) 
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综 上 所 述 ， 我 们 得 到 对 策 工 的 一 个 vN-M 解 ， 
了 =CUae Ub’ (lece’. 
这 就 是 说 ， 当 非常 和 合作 三 人 对 策 T 的 核心 C 拓 人 时 ， 根 据 定 理 
4.8， 有 CCV。. 如 果 核 心 C 的 图 形 如 图 4.11 中 所 示 ， 则 我 们 除 
C 以 外 再 加 上 三 条 直线 段 ca' ，B6 ，cc’ ， 就 得 到 工 的 一 个 解 V. 
如 果 工 的 核心 不 是 一 个 三 角形 ， 例 如 
MX 三 1 一 C? 
和 
Ma 一 1L 一 Ca3 
的 交点 a 位 于 转轨 三 角形 X 以 外 ， 如 图 4.13 所 示 ， 这 时 C 是 一 
个 四 边 形 ， 原 来 不 被 优 超 的 三 角形 aj7 消失 了 . 只 须 把 核心 C 加 
上 两 条 直线 段 就 可 以 得 到 T 的 一 个 
解 . . 
其 他 的 情形 与 此 类 似 ， 不 再 列 
举 . 
以 上 讨论 的 是 具有 非 空 核心 的 实 
质 性 非常 和 合作 三 人 对 策 . 下 面 再 来 
讨论 核心 为 空 集 的 实质 性 非常 和 合作 ， 
三 人 对 策 的 >V-A4 解 ， 
仍 设 对 策 工 的 特征 函数 z 为 
2 人 人) =0， 1 三 1，2，3， 
v({1,2}) =c,, 
v({1,3}) = c,, 
v({2,3}) 一 Cl9 
v({1,2,3}) =1. 
前 面 已 经 提 到 ， 核 心 C= 名 的 充 要 条 件 是 (4.58) 式 即 
ci1+ cs+c,>2 
成 立 .这 时 ， 转 归 三 角形 和 和 直线 
N=1~c, (Bvt{2,3}) = x({2,3})), 
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x =1-c, (Dv({1,3}) =%x({1,3})), 

xs=1—c,s (BB v({1,2}) =x({1,2})) 
的 位 置 如 图 4.14 所 示 . 

小 三 角形 abc 中 没有 一 个 点 被 它 以 外 的 任何 点 所 优 超 ， 并 且 

abc 中 的 点 关于 三 个 联盟 匡 ,2}， 生 ,3}，{2,3} 都 满足 优 超 关 系 的 
可 行 性 条 件 (4.27) . 因此 ，、 我 们 也 可 以 像 前 面 讨论 常 各 合作 三 
人 对 策 那样 ， 考 虑 小 三 角形 abc 中 平行 于 bc 边 的 一 个 线 肛 de， 
它 具 有 下 列 性 质 : 


图 4.14 图 4.15 


(1) de 上 任意 两 点 所 代表 的 转 归 互 不 优 超 . 
(2 ) 线段 de 上 的 点 关于 各 个 二 人 联盟 的 优 超 域 是 ( 见 图 


4.15) 
Dom1,2}de = 4h37, 
Domi,3}de = em2pg, 
Dom1{2,3} de = adellkdad. 
我 们 得 到 不 被 le 优 超 的 域 是 


f ImU elh Uadgk. 
在 三 个 小 三 角形 j I1mx，elh，dgk 中 各 加 上 一 条 直线 段 ff ， 
cee’ ，dad’， 则 de 和 这 三 个 直线 段 构成 一 个 vN-M 解 VV， 
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V=del) ff’ lee’ Uadad’. 
最 后 ， 我 们 考虑 小 三 角形 epc 三 
边 的 三 个 中 点 2&2，ce，f. 这 三 个 点 互 不 
优 超 ， 它 们 的 优 超 域 是 〈 见 图 4.16) 
Domitl 2 过 一 CR 17， 
Domnatl,3)e =em 2pg, 
Dom:2,3}f = fh 37. 
我 们 在 三 个 不 被 {4,e,f} 优 超 的 7/ 
三 角形 47m，elh，f gk 中 各 加 上 一 条 
直线 段 44d'，ee’，ff'， 则 这 三 个 直 4,16 | 
线段 (包含 其 端点 ) 也 构成 一 个 vN-M 解 FV，。 
V=aad’lJee’Uff. 
以 上 关于 非常 和 合作 三 人 对 策 vpN-M 解 的 详细 讨论 可 参看 
[19] 406-415 页 (中 译本 第 357-366 页 ) 


4.9. 广义 转 归 与 强 s 核 心 


为 了 后 面 儿 节 讨 论 的 需要 ， 我 们 要 引进 一 些 新 的 概念 。 ， 
首先 ， 我 们 要 重新 给 合作 % 人 对 策 一 个 定义 。 
定义 1.。 我 们 称 工 二 [7 ,v] 为 合作 % 人 对 策 ,其 中 了 = {1 ,…， 
%}，v 是 定义 在 工 的 一 切 子 集 类 上 的 实 值 函数 ， 满 足 条 件 
2( 休 )=0， (4.59) 
v(T) 之 2_,v({ 人 }). | (4.60) 


=1 


这 个 定义 与 4.1 节 中 的 定义 形式 上 完全 相同 ,但 在 这 里 ， 我 
们 不 再 把 "(S) 看 作 是 S 和 了 NS 之 间 的 零 和 二 和 人 对策 的 值 ， 这 就 
是 说 ， 当 了 中 的 一 些 成 员 组 成 联盟 S 后 ， 我 们 并 不 认为 余下 的 
成 员 将 联合 成 为 一 个 整体 T\S 来 对 付 S， 在 这 种 情形 下 , 我 们 就 
不 能 用 4.2 节 中 的 〈4.3) 式 来 作为 CS) 的 定义 ， 

定义 1 中 的 特征 函数 " 纯粹 是 一 个 集 函 数 ， 只 规定 它 满足 
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“(4.59) ， (4.60) 两 个 条 件 . 当然 ， 在 〈4.60) 中 ， 主 要 的 是 
成 立 严 格 不 等 号 的 情形 . : ' 
基于 上 面 所 说 的 理由 ，4.2 节 定 理 4.1 中 关于 超 可 加 性 的 条 " 
伯 《〈4.4) 不 再 能 保证 成 立 ， 我们 今后 讨论 的 将 都 是 这 种 新 的 意 
义 下 的 合作 4 人 对 策 ， 也 可 以 说 是 比 前 面 更 加 广义 的 合作 2 人 
对 策 ， 此 外 ， 局 外 支付 的 条 件 当 然 仍 成 立 ; 参看 4.1 节 . 
我 们 在 4.3 节 中 对 于 合作 ww 人 人 对策 定义 的 转 归 (或 分 配 ， 
或 支付 ) 是 一 个 w 维 问 量 


X= (Yi Ne) (4.8) 
它 满足 个 体 合理 性 条 件 
MX DPT(C{)， 2Z=1, '*,% (4.9) 
和 伪 体 合理 性 或 派 雷 托 最 优 性 条 件 
X(T) =v(7). (4.10) 
我 们 还 把 全 体 转 归 的 集 记 为 天 . 


现在 ， 我 们 把 这 一 概念 加 以 推广 ， 将 满足 条 件 (4.10) 好 
%(T) wv(7) 而 不 一 定 属于 多 的 w 维 向 量 x 都 称 为 广义 转 归 (pre- . 
fimputation》 。 这 就 是 说 ，(4.8) 中 的 向 量 % 只 满足 条 件 (4.10)， 
不 一 定 满足 条 件 (4.9) .我们 把 全 体 广 义 转 归 的 集 记 为 X*. 

定义 2. 设 工 三 [7 ,vj 是 合作 %w 人 对 策 .对 于 每 一 个 广义 转 
归 x&€X* 和 每 一 个 联盟 SSI， 定 义 


el(S,X) =v(S5) —x(S), (4.61) 


称 为 S$ 在 x 处 的 超出 信 (excess) . 
2(S,%) 表 示 了 工 中 一 些 成 员 组 成 联盟 S 后 ,，v(S) 与 转 归 %* 所 
能 提供 给 5 的 支付 x(5) 二 者 之 差 . 如 果 e(S ,%) 是 正 数 ， 说 明 组 
成 联盟 S 后 其 总 收入 v(S) 超 过 x(S5)， 如 果 e(S,x) 是 负数 ， 赐 
1 说 明 组 成 联盟 S 后 v(S) 还 比 不 上 分 配方 案 * 给 予 S 的 值 x(S). 
利用 超出 值 的 记号 ， 可 以 把 上 面 的 〈4.9) 式 写 成 


el({i} ,x) <0。，。7=1，…，0j (4.62) 。 
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《4.10) 式 可 以 写成 下 列 形式 : 
e(T,x) =0， (4.63) 
4.7 节 中 含 作 mw 人 对 策 T 的 核心 C 的 定义 是 
C={x: MEXI v(S)—x(S)E0, SCI}. (4.49) 
如 果 用 超出 值 来 表示 ， 就 是 


C={x: XEX; el(S,xX)<0, SSGI}. (4.64) 
这 个 定义 与 下 式 等 价 : 
C={x: xERX*; el(S,x)<0, SST}, (4.65) 
其 中 XX* 是 全 体 广义 转 归 的 集 ， 
定义 3. 设 Ts=[7 ,四 是 合作 2 人 对 策 ，z 是 一 个 实数 . 广 
义 转 归 的 集 


C,.= {x: xEX*,; e(S,X) Ee, SCI, SFG,T} (4.66) 
称 为 工 的 强 & 核心 (Strong es-core) ， 或 简称 为 核心 ， 
强 € 核心 是 由 一 切 这 样 的 广义 转 归 x 组 成 的 ， 在 这 些 x 处 ， 
除名 和 了 以 外 的 一 切 联盟 S 的 超出 值 都 不 大 于 2. 
显然 ， 当 s= 0 时 ，C,=C,=C. 械 的 核心 C 就 是 强 0 核 心 。 
”当然 也 可 以 是 负数 . 当 & 足够 小 时 ，C ,= 名 ; 当 & 充分 大 时 ， 
C ,六 名 .如 果 2l 过 2,， 则 Cl 守 C,s. 
定义 4. 设 【= 一 [7 是 合作 2 人 对 策 . so 是 使 得 C ,大 如 的 
最 小 s， 则 称 C:… 为 工 的 最 小 核心 〈least core) ， 记 为 LC. 
I 的 最 小 核心 LC =C :是 工 的 一 切 非 空 强 核心 的 交集 . 
我 们 以 两 个 合作 三 人 对 策 为 例 ， 通 过 几何 图 形 来 说 明 核 心 、 
束 。 核心 和 最 小 核心 的 关系 . 
为 了 书写 简便 ， 以 下 我 们 有 时 采用 下 列 简写 记号 ， 
.9(1) =v({1)),， 
XC1)=%x, = x({1}), 
e(1) =e({1} ,xX), 
v(13) =v({1,3}),， 
.%(23) =%({2,3}), ， 
~。135。 


e(23) = e({2,3} ,x) 
等 等 。 
例 8. 4.7 节 例 6 中 合作 三 人 对 策 T 的 特征 函数 v 的 值 是 
v(2) =0, $=]，2，3， 


vy(12) = : ， zy(13) = i 0(23) = 一， 


(123) = 工 ， 


在 图 4.17 中 画 出 了 T 的 核心 C = Co 和 强 = 核心 C, 当 s= 一 
和 = = 一 6 一 的 图 形 . C 是 个 四 边 形 ，C3 是 个 五 边 形 ，Ca 是 个 六 
边 形 .最 小 核心 是 C1, 它 是 平行 于 转轨 三 角形 X 的 边 23 的 一 个 直 


线段 ; 
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我 们 再 举 出 一 个 核心 为 空 集 的 合作 三 人 对 策 的 例子 . 
例 9。 设 合作 三 人 对 策 工 的 特征 函数 vw 的 值 是 


(2) =0, t=1, 2,3， : 

v(12) = 4， v(13) = 3, v(23) = 10， 
v(123) = 8. 
特征 水 数 v 不 满足 超 可 加 性 . . 
这 个 对 策 的 核心 C 是 空 集 ， 


用 4.18 
我 们 在 图 4.18 中 画 出 了 这 个 对 策 的 强 2 核心 C, 的 图 形 ， 它 
是 由 直线 e(1) = 2 ，e(2) =2，e(3) =2，e(12) = 2，e(13) = 2， 
e(23) =2 围 成 的 图 形 ， 是 一 个 四 边 形 域 . 
最 小 核心 是 


1C=C,s 1 三 —1]， 2 天 06， Xa <5 。 


4.10. 合作 n 人 对 策 的 核 


”在 本 节 中 ， 我 们 介绍 合作 2 人 对 策 的 核 (kernel) 的 概念 及 
其 几何 意义 . 
. 设 工 二 [7 ,四 是 合作 mw 人 对 策 . 特征 函数 "不 一 定 满 足 超 醋 
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加 性 ， 已 如 上 节 所 述 . 

我 们 以 了 ,表示 一 切 包 含 局 中 人 “而 不 包含 局 中 人 了 的 联盟 

的 集 ， 即 

7T,，，= {S: SCI, i€ S,，j 笑 S$}. (64.67) 

例如 ， 当 T= 位 ，2，3，4} 时 ， 
Ts = {{2}, {2,1}, {2,3}, {2,1,3}},. 

对 于 每 一 个 广义 转 归 <E X*， 定 义 


SCY) = max e(S,7X), 
ser, (4.68) 


称 为 在 x 处 局 中 人 超过 了 的 最 大 剩余 值 (surplus) . 
如 果 
Sj (YX)>s,1 (7X), z (4.69) 
则 称 在 * 处 2 胜 过 7 (i outwweighs 7) . 
如 果 在 处 z 不 胜 过 7，7 也 不 胜 过 1， 妈 ， 当 
SCx) = sy1 Cx) (4.70) 
时 ， 我 们 说 ，zZ 和 了 在 * 处 平衡 (in equliibrium) ， 
以 上 最 大 剩余 、 胜 过 和 平衡 的 概念 都 是 对 于 广义 转 归 x € XX* 
而 言 的 ， 对 于 转 归 *EX 而 言 ， 最 大 剩余 的 概念 完全 一 样 . 胜 过 
和 平衡 的 概念 则 须 加 以 修改 . 
在 EX 处 ， 如 果 ， 
Si (XX) > sy (YX), ‘4.71) 
如 
Xy 2(C7)， (4.72) 
则 i 胜 过 7. z 
诬 %*EX 处 ， 如 果 ? 不胜 过 7，7 也 不 胜 过 ?， 则 和 7 在 xz 
处 平衡 . 因此 ,和 7 平衡 的 条 件 是 
[sz ~ spe (X)] TY 一)]<0， 《4.73) 
Lsyr CX) 一 St] Lx: ~— v(t2) EO. (4.74) 
定义 1. 合作 ww 人 对 策 T 三 [7 ,v1 的 预 核 ‘prekernel) 是 广 
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义 转 归 xEX* 的 集 K*， 在 其 中 的 每 一 个 x 处 ， 每 两 个 局 中 和 八 i， 
;关于 X* 都 处 于 平衡 状态 . 

由 这 个 定义 可 知 ,广义 转 归 xEK* 的 充 要 条 件 是 : 对 性 每 本 
个 局 中 人 i， 7。 等 式 (4.70) 成 立 . 

定义 2. 合作 % 人 对 策 工 夺 [I ,v] 的 核 是 转 归 xE€ XX 的 集 KK， 
在 其 中 的 每 一 个 x 处 ， 每 两 个 局 中 人 i，; 关于 X 都 处 于 平衡 状 


由 定义 2 可 知 ， 转 归 x€ K 的 充 要 条 件 是 ， 对 于 每 一 对 i，j， 
ts 尖 7 了 7， 不 等 式 (4.73) ， “(4.74) 同时 成 立 . 这 等 价 于 


Si j (XY) =S,; (X) (4.75) 
或 
Sijy (NT)>Sii(X), xX;=v(7) (4.76) 
或 
Syi (YX)>SsisX), Xr =v(0). (4.77) 


比较 这 两 个 定义 ， 预 核 K* 显 然 比 核 太 容易 计算 . 

关于 预 核 和 核 ， 它 们 的 存在 性 已 得 到 证 明 . 它们 的 一 些 性 质 
也 已 得 到 曾 明 . 有 兴趣 的 读者 可 以 参看 [1]，[3]，[13]，[14]， 
[15]，[203] 等 . 

对 于 较 大 的 %， 合 作对 策 核 的 计算 一 般 说 是 十 分 复杂 的 ; 我 
们 只 通过 两 个 合作 三 人 对 策 的 例子 加 以 说 明 . 

例 10. 考虑 上 节 例 8 中 的 合作 三 人 对 策 耻 . 它 的 特征 函数 


是 
v (2) =0, i=1, 2，3， 
1 1 5 
y(12) = 一 ， v(13) = 63 v (23) = -6， 
v(123) =1. 


为 了 计算 预 核 K* 和 核 K， 我 们 可 以 对 于 每 一 对 1, 7 画 出 方 
程 (4.75〉 的 图 形 ， 例 如， 为 了 画 出 
S13a(%) = Sal (YX) (4.78) 
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S 2 
YY 
Cy 
de 
四 
St c 
/ _ _€(23)>0 _ 
/六 2 AX e{(23) <0 e(23)=0 
/Nl)<0 ol)=0 
We S < 。 
从 1 SA el(1)~0 
53 , ~ 
Sy 六 


S24 二 3 1; 


图 4.19 

的 图 形 ， 我 们 将 广义 转 妇 空间 X* 分 为 三 个 区 域 ， 在 图 4.19 中 ， 
对 于 AB 左边 的 区 域 ， 有 

sis = e(1), S31 = C6(3). 
因此 ,ss = s ,的 图 形 就 是 直线 e(1) =0 和 e(3) =0 的 交角 的 等 分 角 
线 . 其 次 ， 在 直线 4B 和 CD 之 间 的 区 域 中 ， 

ss = 2(1), S31l = 6E(32). 
因此 ，sis = ss1 的 图 形 是 e(1) =0 和 e(32) =0 之 间 区 域 的 平分 
线 ， 也 就 是 距 e(1) =0 和 e(32) = 0 等 远 的 直线 段 . 同 理 ,在 CD 
右边 的 区 域 中 ，s1, = ss 的 图 形 是 e(12) =0 和 e(32) =0 的 交角 的 
笑 分 角 线 . 这 样 ， 我 们 就 得 到 了 s,:(*) = ss31《%) 的 整个 图 形 , 它 是 


由 三 条 直线 组 合 起 来 的 折线 。 
按照 同样 的 方法 ， 可 以 画 出 
Siz(X) = S21 (%) (4.79) 
各 
S23 (%) = Ss2 CX) (4.80) 


的 山形 ， 它 们 都 是 一 些 折线 . (4.78) ， (4.79) ， (4.80) 的 
图 形 交 于 一 点 .这 就 是 说 ， 在 这 一 点 处 ， 等 式 《4.70) 或 (4.75) 
对 于 每 一 对 ?7 成 立 .根据 定义 1 和 2， 每 两 个 局 中 人 i,7 在 .上 
述 交 点 处 都 处 于 平衡 状态 .因此 ， 这 个 交点 虐 是 对 策 的 预 核 
信 *， 又 是 它 的 核 K， 二 者 重合 .不 难 算出 ， 
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一 点 是 对 策 的 最 小 核心 LC = Cj 的 中 点 ， 也 是 核心 C 的 中 
; 参看 上 节 例 8 . 
下 面 是 特征 省 数 " 不 满足 超 可 加 性 的 一 个 例子 ， 就 是 上 节 便 
9 中 的 对 策 ， 
例 11. 合作 三 人 对 策 工 的 特征 函数 v 的 值 是 
v(2) = 0, t=1, 2,3 
v(12) = 4， v(13) = 3， v(23) = 10， 
v(123) = 8, 

我 们 已 在 例 9 中 看 到 ， 这 个 对 策 的 核心 C 是 空 集 . 令 e 从 0 
乏 渐 增 犬 ， 当 8= 1 时 ， 强 8 核心 开始 出 现 ， 它 位 于 转轨 三 角形 
X 的 外 面 ， 这 就 是 最 小 核心 LC = Cl; 见 图 4.20. 

令 : 继续 增 大 ， 到 了 s= 2 时 ， 强 8 核心 开始 与 转 归 三 角形 
又 相交 . 

我 们 按照 同上 面 例 10 一 样 的 方法 画 出 


S12 CX) = Ss (X) (4.81) 

S13C%) = Ss1 (%), (4.82) 

Sa (NX) = Ss, CX) (4.83) 
区 图 形 。 这 三 个 方程 的 图 形 交 于 一 点 ， 这 一 点 就 是 对 策 了 的 预 核 


li 
在 核 KK 处 ， 则 只 有 《4.83) 一 个 等 式 成 立 ， 即 
S23 (CX) = S02 CX)s 
另外 两 个 换 成 了 不 等 式 : 
S21(X) 全 Siz(%)9 x =0=v(1), : 
se14fte 


位 23 二 Sa 


赂 4.20 


_ S31 (X) 一 Si3(Y) 9 Xi1=0, 
这 两 个 不 等 式 正 是 定义 2 中 (4.76) 或 (4.77) 的 形式 . 
不 难 算出 ， 预 核 是 
K*=(-1,5,4). 
同 例 10 的 情形 一 样 ， 它 也 是 最 小 核心 LC =C, 的 中 点 。 
核 是 
K=(0, 4.5, 3.5). 

以 上 预 核 和 核 的 概念 都 是 对 于 全 体 局 中 人 的 集 { 了 T} 定 义 的 ， 
没有 对 联盟 的 构成 加 上 任何 限制 条 件 . 我 们 现在 要 介绍 在 一 定 的 
联盟 结构 下 对 策 的 核 的 概念 . 

设 多 是 了 的 一 个 划分 (partition) ， 即 

HB=1{B,…, Bp}, (4.84) 


其 中 诸 互 : 互 不 相交 ， 且 上 B41 = 了 工 . 称 侈 为 联盟 结构 (coaiition 
k= 
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structure), 
我 们 称 
(x; 多) 三 (2 Xn Bls 9 Bp) (4.85) 
为 个 体 合 理 支 付 构 形 (individually rational payolif configura— 
tion) 。 其 中 .多 是 一 个 联盟 结构 ， 
和 二 《Mi Nn) 
是 一 个 支付 向 量 (Payoff vector) ， 满 足 
XVG), t=1,.…,%, (4.86) 
XBi) =v(Bi), k=1,,p. (4.87) 
在 一 个 确定 的 联盟 结构 .多 下 、 对 于 满足 (4.86) 和 “(4.87) 
的 支付 向 量 x， 联盟 在 x 处 的 超出 值 、 最 大 剩余 、 胜 过 及 平衡 的 
概念 都 和 前 面 一 样 ， 只 是 把 转 归 向 量 换 成 了 这 里 的 支付 向 量 ， 并 
且 在 涉及 胜 过 和 平衡 的 概念 时 ，i 和 7 属于 同一 个 BE .多 . 核 的 
概念 则 可 以 重新 定义 如 下 ， 
定义 5. 设 多 是 合作 及 人 对 策 T==[ 了 ,wj 的 联盟 结构 . 械 关 
于 .多 的 核 及 是 一 切 这 样 的 个 体 合理 支付 构 形 (x; 多) 的 集 ， 每 一 
对 属于 同一 个 下 GE 和 的 局 中 人 27 在 〈 和 3 罗 ) 处 于 年 衡 状 态 . 
如 果 罗 = {I}， 对 策 关 于 全 体 局 中 入 组 成 的 大 联盟 的 核 就 是 
前 面 定 义 2 中 的 核 . 
例 12. 我 们 现在 求 前 面 例 11 中 对 策 关于 联盟 结构 
{{2,3}, {1}}, {{1,3}, {2}}, 1{{1,2}, {3}} 


的 核 . 
特征 函数 的 值 是 
VC) =0, =1，2，3， 
v12)=4, v13)=3, un(23) =10，， 
v(123) = 8, 


先 看 联盟 结构 多 = {{2,3}，{1}} .由 (4.87) ， 有 
x(1) = x)=v(1) =0, | 
X(23) =Xs t+ rs =v(23) = 10, 
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, re 本 mg. 一 一 一 一 一 一 一 -… -…- 


不 礁 算 出 ,对 策 关 于 联盟 结构 . 宁 = 革 2， 3 上， 的 核 是 


对 策 关于 联盟 结构 {{1,3} ,42}} 和 {{1,2}, {3}} 的 核 分 别 是 
(0,0,3》 和 (0,4,0) . 


4.11. 合作 n 人 对 策 的 核 仁 


在 本 节 中 ， 我 们 要 介绍 合作 %w 人 对 策 的 另 一 种 解 的 办 念 ， 
就 是 对 全 体 局 中 人 如 何 分 配 v(7) =x(7) 这 个 问题 给 出 另 一 种 解决 
方案 . 
设 FF 一 LT, 四 是 合作 2 人 人 对策， 特征 函数 > 满足 条 件 
vO ) =0, 


v(T)> 2 v(0). 


设 SCGIT 是 局 中 人 的 一 个 联盟 .考虑 S 在 转 归 x€ 义 处 的 超出 值 
el(S,X) =v(S) — x(S). 
我 们 知道 ， 这 个 值 的 大 小 反映 出 联盟 S 对 于 转 归 x 的“ 态度”.， 
6(S,x) 越 大 ,x 越 不 受 S 欢迎 .如 果 对 于 一 个 固定 的 x 考虑 不 同 
和 的 S， 则 反对 它 最 其 的 是 在 x 处 的 超出 值 最 大 的 那个 联盟 ， 出 ， 
使 得 
e (So YN) = max el(S ,NN) 

的 73 个 So. 

对 于 每 一 个 x€ X, 我 们 可 以 列举 出 了 的 2 个子 集 SSI 在 * 处 
由 超 电 值 eCS,x%) .以 这 2 "个 etSy Y) 为 分 量 ， 按 从 大 到 小 的 次 序 
排 州 ， 可 以 构成 一 个 2" 维 的 问 量 

Q(x) = (0.(%),''' ,02.7(X)), 9; (xX) = elS,%), 
: SE7, (4.88) 
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其 中 
6 (xX) 守 90,(X) 之 … 守 0 ;+(xX). 《4.89) 

这 就 是 说 ， 对 于 一 切 i,7, 当 1 i 人 7 和 2"， 有 

日 (x) > (x). 

对 于 不 同 的 xx，vEX， 规 定 6 的 字典 次 序 (lexicographi- 

cal order) 如 下 设 存 在 下 标 铝 .使 得 

OACX) =04CY), 有 < 和 (4.90) 

Or,(X) Or (Yy), (4.91) 

则 称 6(*) 的 字典 次 序 在 90(y) 之 前 ， 或 者 说 ， 9(x) 在 字典 次 序 
上 小 于 6(y) ， 记 为 


Q(x) 到 9(y) . (4.92) 
“ 非 9(y) 之 9Cx)” 则 记 为 
0(x) <9(y) (4.93) 


(4.90) 和 (4.91) 的 意思 就 是 ， 9(x) 和 9(y) 的 开头 如 -1 
个 分 量 各 各 相等 ，6(*) 的 第 个 分 量 比 6(y) 的 第 eo 个 分 景 小 . 

定义 . 合作 2 人 对 策 F 三 [7T, 四 的 核 仁 Cnucleolus) 是 转 归 YE 
X 的 集 入 ， 在 其 中 的 每 一 个 x 处，9 在 字典 次 序 上 为 最 小 . 即 

N= {x: xEX; 对 于 一 切 YE XX,9(%)<9(y)}. (4.94) 

这 一 概念 是 Schmeidler 首先 提出 来 的 ， 见 [227. 该 文中 证 
明了 合作 对 策 的 核 仁 的 存在 性 和 唯一 性 ， 并 研究 了 核 仁 的 一 些 主 
要 性 质 .下 面 介 绍 该 文 的 主要 内 容 . 

定理 4.9. 合作 ww 人 对 策 T 三 [TIT,v] 的 核 仁 NN 非 空 . 

证 明 . 首先 证 明 ， 


9;(Z)， i=1,..,2" (4.95) 
是 x 的 连续 函数 .为 此 ， 将 6 (x*) 写 或 下 列 形式 ， 


9;(Y) =max{min{e(S,x): SE ZY}: 
YEPT), | Z| =7}, (4.96) 
其 中 .天 (三 是 由 了 的 一 切 子 集 组 成 的 类 ， 即 了 的 寡 集 ,. 儿 是 . 赤 (7) 
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的 子 类 ， | 是 馆 中 元 素 〈 即 联盟 ) 的 数目 . 
这 个 定义 与 前 面 9, (x) 的 定义 是 等 价 的 .这 是 因为 ， 如 果 在 
(4.96) 中 将 ?了 换 为 +1， 则 
0 (X) =max{min{e(S,x): SE NY}: 
EFT), IF| =it+1}. (4.97) 
比较 (4.96) 和 (4.97) . (4.96) 中 的 {e(S,x): SE2Y} 共 含 
有 :个 数 .对 于 每 一 个 这 样 的 {e (S,x): SE PY}，(4.97) 中 必 
有 某 个 含 i+1 个 数 的 {e(S,x): SE 了 }, 使 得 前 者 是 后 者 的 子 
集 .因此 ， (4.96〉 中 每 个 最 小 值 不 小 于 (4.97) 中 某 个 最 小 值 . 
反之 ，〈4.97) 中 每 个 最 小 值 不 大 于 〈4.96) 中 某 个 最 小 值 ， 再 
取景 大 值 ， 显 然 有 
O01 (%) =0,41 (YX). 
上 式 对 一 切 2=1,…,2” 一 1 成立， 所 以 两 个 定义 等 价 . 
由 (4.96) 可 知 ,因为 e(S,%) 是 x 的 连续 函数 ,而 且 min，max 
都 是 连续 函数 的 运算 ， 所 以 (4.95) 中 的 9; (x) 是 x 的 连续 函数 ， 
i = 1 ，2”， 
其 次 ， 令 | 
Xi = {x%: YEXI 对 于 一 切 yE XX，0.(x) 寺 0,(y)}， 
i+1 = 4xexE Xi 对 于 一 切 Jy Xi 8i+i (xX) 0;+r1(y)}, 
t=1,.…,2”—1. 
极 据 集 X 的 紧 性 《XX 为 有 界 闭 集 ) 和 0; (YX) 的 连续 性 ， 入 iv) 
Xs” 都 是 非 空 紧 集 .显然 ， 
X，n= N. 看 
定理 4.10. 设 合作 ”人 对 策 工 =[7 ,要 的 核 仁 是 N,， 则 IN] 
=1， 央 ， 六 由 叭 一 的 一 个 转 归 构成 . 
证 明 、 由 于 全 体 转 归 的 集 X 是 一 个 唔 集 , 因此, 如果 x€N， 
yEN，x 关 y， 则 必 有 


和 区 十 4 一 
(3 )o C7) (4.98) 
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今 对 z= (zzr) 定 义 函 数 9= (如 下 ， 
uF EA A r}, 1A| =2} ,i=1, 
一 个 等 价 的 定义 是 下 面 的 《1) ，(2》 两 条 ， 
(1) 1 (2) = Iax{2zy tt=1,. ,7}. 
( 2 ) 如 果 已 知 和 (2) = zz ,T(z) =z),, 则 
9 +1(2) = maxt2 :tz 7 I}, 
这 里 2=1,"…,r 一 1. 
这 个 函数 将 向 量 z 的 分 量 按 照 从 大 到 小 的 次 序 排列 ， 是 一 个 
次 序 函 数 . 
在 上 述 定义 下 ,对 于 玉 " 中 任意 两 点 xd, 吧 , 我 们 有 


N+ ww) NW) 十 人 (20) 《4.99) 
下 面 就 来 证 明 这 个 关系 式 ， 
设 
NW = = ,7, 
NW) = t=1,,7, 
No Ht) = tore, 三 YY。 
显然 有 
UKEMI SW, (4.100) 
因此 ， 
WN 1+ 10) = Wk, tw Eu tw = (4) + Cw). 
(4.101) 
当 上 式 中 不 等 号 “< 之 ”成 立时 ， 有 
H+ www) NW) + Nw). (4.102) 
当 〈4.101)》 中 等 号 成 立时 ， 由 〈4.100) 可知 ， 必 有 
hk = Wi WR) = 
这 时 ， 如 果 对 于 一 切 1=1,…,r 有 
Wk, = Ui,, Wk, = WwW, (4.103) 
则 - 
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H+) 三 人 《2 十 对 《20) ， t=1,*,7?, 
因而 
N+ ww) = 十 了 (70) (4.1014) 


剩 下 要 考虑 的 是 〈4.103) 对 于 某 些 上 不 成 立 的 情形 .我 们 可 
以 假定 ， 对 于 某 个 S，1< 委 sS<y， 有 


Wk = Ws 204 = t=1,',S, (4.105) 
而 
MA 天 Wi ii。 《4.106) 
我 们 得 到 z 
Urs 人 max{s: (a 
= Iaxt{t2y 2 + 关外, }. : (4.107) 
但 由 前 面 次 序 函 数 1 的 定义 中 的 (2 ) ， 
Wr) =0 ,= Max{w ,tPF7 ,te}. (4.108) 
由 〈4.106) ，。 (4.107) ，。 (4.108) 有 
WA (4.109) 
同 理 ， 由 〈4.105) 中 的 第 二 个 等 式 和 7 的 定义 可 以 得 到 
Wk) EW 1， (4.110) 


由 (4.109) 。 (4.110〉 和 1 的 定义 ， 


Mri (Wt ww) = Wr, tw, 


Ff 中 1 
= (WU) + Ny (WwW). 
因此 ， 
Nt ww) NG) + Nw). (4.111) 
把 (4.102) ， (4.104) ， (4.111) 合 在 一 起 ， 我 们 就 证 
明了 (4.99) 式 成 立 . 
此 外 ， 从 上 上面 的 证 明 中 还 可 以 看 出 来 ， 如 果 
Nt ww) = CK) + Ne), 
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则 
kp, = Ws Wh EW t=1, (4.112) 
我 们 现在 回 到 空间 R: 中 的 向 晤 
{el(S,x): SCT}, 
{el(S,y): SEST}, 
{el(S,x%) telS,y): SESIT}., 
对 这 三 个 问 量 应 用 次 序 函 数 7， 不 难看 出 ， 
nN{elS,x): SEIT}=0(x), 
nN{e(S,y): SCTIT}=0(Y)s 
N{e(S,r) +elS,v): SET} 
=7{2n(S) ~ tS) ~ y(S): SS 六 


=2 ES _ 站 {Sy | se7} 


-ae (2 
根据 上 面 证 明 的 〈4.99) 式 ， 得 到 
20( > > -) <o*) +0(y). (4.113) 
如 果 
26( £2Y )<ow) + 0(y), 


则 与 《4.98) 户 矛 拓 . 
如 果 


26( 一 = OCX) + 0(y), 


则 令 
Qi x) =e(S， 4=1 2 
0,(») =2(5j,))s f=1,."',2”, 
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20.( EY)=eSe,,%) +e(Se yy ， t=1,.",2"。 


由 (4.112) 可 知 ， 对 于 一 切 £=1,…,2"， 有 

el(Sk,,X) =e(Si, ,X), 

el(Sk, yy) =e(5,,,Y). 
有 利用 假设 条 件 90(x) = 9(y) ,我 们 得 到 

(9k IN) =e(9k sy) t=1,,2", 
即 
(9 ) ~ NS) = ~ V4) t=1,,2", 
Bn 
(St Y= VSe), f=1,.,2". 

这 就 是 说 ， 对 于 一 切 ST， 等 式 


xX(S) = y (5) 
成 立 .由 此 可 知 ，x = y， 这 与 原来 的 假设 条 件 * 关 y 相 了 矛盾 . 
我 们 证 明了 当 xEN，yEN 时 必 有 %*=y. 四 


定理 4.9 和 4.10 表 明 ， 对 于 每 一 个 合作 对 策 F， 存 在 唯 一 的 
一 个 转 归 x = .下 面 的 定理 表明 ， 这 个 核 仁 NN 必 在 I 的 核 玉 中. 

定理 4.11. 设 合作 有 % 人 对 策 工 ==[7,v] 的 核 是 K, 核 仁 是 N， 
MINCK, 

证 明 . 设 xEN，x 和 K， 则 存在 ?,7， 使 7 在 < 胜 过 7 了， 
因而 存在 充分 小 的 2 二 0 使 

Sry (XS (xX), wi 一 0(C7). (4.114) 

设 2 是 另 一 个 充分 小 的 正 数 〈 我 们 将 在 后 面 的 〈4.126) 式 前 用 
到 它 ) . 令 


G= Fmin{e, Sry (xX) — sy (Xx), 0}. (4.115) 


沙 虐 转 归 
xX’ =x%—0e!+6e!, 《4.1167) 
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其 中 e 是 第 了 个 分 量 为 1 的 单位 辐 量 .x“ 是 在 x 处 局 中 人 了 将 量 
6 转移 给 局 中 人 对 后 得 到 的 新 的 转 归 .由 (4.115) 和 (4.114) 
中 第 二 式 可 知 ， 
MXMj 一 Xi 一 DC1)， 

所 以 x“ 仍 在 和 中 . 

以 下 我 们 证 明 

OX) LO . (4.117) 

如 果 《4.117〉 式 成 立 ， 则 x 不 在 T 工 的 核 仁 中 ,与 假设 相 予 盾 , 定 
理 就 得 到 了 证 明 . 

我 们 把 工 的 全 部 子 集 S (共有 2" 个 ) 分 成 下 列 三 类 ， 比 较 
它们 在 x 和 x “处 超出 值 的 大 小 ， 

(1) Ti;= {5S:i€S，I 和 中 S} 中 的 5 .这 些 9 中 至 少 有 一 个 , 设 
为 尺 ， 它 在 x 处 的 超出 值 是 


2(R,X) = Sis (7X). (4.118) 
其 化 的 S 都 满足 
e(S,%) RS (X)., (4,119) 
KR 在 x“ 处 的 超出 值 是 
e(R,xX’) =v(R) -Lx(R)+ 0] 
=e(R,X) —O=s,1(%) —6. (4.120) 
其 他 的 5 都 满足 
el(S,X%) =e(S,7%) — és; (xX) -6., (4.121) 
(2) Zi= {95:9€ES5,1 竺 5S} 中 的 S$. 这 些 S 在 x 处 的 超出 值 是 - 
(9 ES (XV) sis (YX). (4.122) 
它们 在 x“ 处 的 超出 值 是 
el(S,X’)=e(S,xX)+6 
si (xX) + 0s; (X) ~ 6。 (4.123) 


《8) 4S: sz,7E5 或 i,I 竺 S} 中 的 5. 对 于 这 些 S。 我 们 有 
e(S,%°) =e(S,%X). 
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设 其 中 共有 个 S 满足 
el(S,%’)=e(S,xX)>s1(%. (4.124) 
其 他 的 S$S 都 满足 
el(S,%') =e(S,%) ss (CN) 。 (4.125) 
避 设 这 些 S 都 满足 
el(S,x’)<sij (xX) -0, 
其 中 >0 是 一 个 充分 小 的 数 ， 则 由 (4.115》， 
¢(S,%') si; CX) — 06., (4.126) 
比较 〈4.118) 至 (4.126) 式 , 根 据 次 序 函 数 人 即 9 的 定义 ， 
由 于 xE€N， 我 们 得 到 
Om (X") = OX) si KX), m=1," ,pp, (4.127) 
Da+1C%) =e(R,xX’)=s11 -6 
<sijy(x) =e(R,X) =04.41(x%). (4.128) 
由 (4.127) ， (4.128) 得 到 : 
G(x°)<0(%), 
这 铝 是 要 证 明 的 (4.117) 式 . 图 

根据 这 个 定理 , 如 果 一 个 合作 % 人 对 策 的 核 天 只 由 一 个 点 构 
成 ， 则 这 个 点 同时 也 就 是 对 策 的 核 仁 . 例 如 ， 上 闻 例 10 和 例 11 
的 核 都 是 一 个 上 唯 一 的 点 ， 因 而 这 个 点 也 是 对 策 的 核 仁 . 

顺便 指出 ， 在 一 般 情形 ， 如 果 对 策 的 最 小 核心 LC 或 核 K 是 
一 个 直线 段 ， 它 的 核 仁 并 不 一 定 就 是 这 个 直线 段 的 中 点 . 当 %=4 
时 就 存在 这 样 的 例子 ， 参 看 [15]. 

这 个 定理 不 但 说 明了 合作 对 策 的 核 仁 入 含 在 核 及 之 中， 而 
且 为 KK 的 存在 性 提供 了 一 种 新 的 证 明 ， 比 以 往 关 于 K 存在 的 证 
明 简 单 得 多 . 

本 节 核 仁 的 概念 是 对 于 全 体 局 中 人 的 集 {7} 定 义 的 . 同 核 的 情 
闹 一 样 ， 也 可 以 对 于 一 定 的 联盟 结构 多 定义 核 仁 的 概 念 .这 里 不 
讨论 这 个 问题 了 。 加 
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4.12。 Shapley 值 


Shapley 值 是 另 一 种 将 (7) 分 配给 % 个 局 中 人 的 支付 方案 . 
早 在 1952 年 、Shapley[237 就 发 现 了 这 一 著名 的 定理 .从 三 条 公 
理 出 发 ， 该 文 确 定 了 分 配给 合作 “ 人 对 策 全 体 局 中 人 的 一 组 值 ， 
这 组 值 是 满足 三 条 公理 的 唯一 的 一 组 值 . 

在 本 节 中 ， 我 们 所 考虑 的 特征 函数 v 辐 以 前 一 样 仍 满足 下 列 
条 件 ， 

v(G) =0, 


v(1)> 》, v(2), 


i=1 


一 个 合作 ww 人 对 策 T 二 [TIT,w] 的 性 质 由 它 的 特征 函数 > 完 全 
确定 .因此 ， 我 们 对 一 个 合作 % 人 对 策 的 研究 ， 就 是 对 一 个 定义 
在 7=1,…, 修 的 全 体 子 集 类 上 的 特征 函数 v 的 研究 .也 可 以 称 2 
为 对 策 . 

定义 1。 设 NSE7 是 一 个 联盟 .如 果 对 于 一 切 SST 有 

v(S) =vSNN+ 2 v02, (4.129) 


IES™N 


则 称 入 为 对 策 的 支柱 (carrier) . 
如 果 入 是 对 策 z 的 一 个 支柱， 则 包含 入 的 任何 集 仍 是 bz 的 支 
柱 .证 明 如 下 . 
设 N 是 一 个 支柱 ， 则 对 于 任何 SS7， 
v(S) =v(SNN)+ 3, v0)., 


ES™、N 


今 设 N 二 N， 则 


vSNN Y=v((SNN) 人 N)+ >， v2 


GEm NA IN 
=v(SNN)+ > xn) 
4 EtSsnN7 NN 
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=2(S 一 2 v1)+ >， v2). 


1t€ESNN 1f EISNN /NN 


我们 得 到 


0(S) =YCSMN' + 2 0)- > v0) 


teES、A 1 ESNN /INN 


=v(SfIN) + 2 ， v2) 


ets\( eMNN NN 


=v(SNN)+ $$, vOD. 
上 式 对 一 切 SST 成 立 . 因 此 ，N “也 是 的 一 个 支柱 

一 个 局 中 人 如 果 不 属 于 某 个 支柱 ， 风 这 个 局 中 人 对 任何 联盟 
不 能 作出 任何 贡献 ， 因 而 对 于 对 策 的 进行 和 结局 不 产生 任何 直接 
的 影响 . 

设 1 是 T= {1 9""" ;24} 的 一 个 排列 ， 也 就 是 1 在 它 自身 上 的 一 
个 一 一 映射 .以 xS 表示 联盟 S 在 排列 下 的 象 集 .又 车 i = jj， 
则 7 是 ?在 Tz 下 的 象 .以 xX(7) 表 示 定 义 在 IT 上 的 全 体 排列 组 成 的 

定义 2. 合作 ww 人 对 策 r==[T,v] 的 Shapley 值 是 函数 

®(v) = (中 (2) ," ,DP (9)), 
满足 下 面 三 条 公理 ， 

公理 1。 对 称 性 公理 . 如果 对 于 CEz(CD) 和 每 一 个 SSET 有 

v KS) =2(S) ， 
则 
中 > (Vv) = 中 (7) ， 


公理 2。 有 效 性 公理 。 对 于 的 每 一 个 支柱 N， 
全， (v) =zCV) ， 
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公理 3. 聚合 律 。 对 于 定义 在 了 的 全 体 子 集 类 上 的 任意 珂 
个 特征 函数 "和 zz， 
(V+w) = PV) + 中 (4) ， 
引 理 1。 如 果 是 TT 二 [IT,o] 的 一 个 支柱 ， 则 对 于 i 御 N， 
_ PB, (vy) = v(2). 
证 明 。 设 入 六 .网 为 六 是 F 的 支 桂 ， 所 以 
y(NUD=v(INUiINN)+ 5 vv(h) 


RAEINUIINN 


=v(N) + v(t). 
又 因为 NUi 也 是 支柱 ， 因 此 ， 出 公理 2， 


2 DilV) =vN) +®, (7) =v(NUD), 


AENUT 
因而 
®, (Vv) =v(0). | 
今 考虑 下 述 对 策 . 设 RSI，R 名 ,对 于 每 一 个 S 先 TI， 定义 
1 ， 车 S 己 RR， 
ya (S) = {0 oR (4.130) 


容易 验证 ， 对 于 任意 的 c>0,， cvux 是 一 个 特征 函数 ， R 为 其 支柱 . 
引 理 2、 设 c>0，RSE7T，|RI >0， 刚 


C 
Bcva)=( |R ，” 若 1€ RE， (4.131) 

0 ， 车 i 多 RR. 

证 明 . 设 i,7ER. 选 择 一 个 排列 xEx(I)， 使 得 

. TR= R, Mz 7. 

风车 i 竺 瑟 ， 必 有 zz 生 尺 .我 们 有 
， S 己 RR， 
cva(S) ={ » 在 


0.。 车 5 决 RE， 
RR 为 cvnr 的 支柱 。 
由 公理 1， 
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® (cvn) Di (cvr), ,ER. 


由 公理 2， 
[RI ®@ i (cvr) = 2 Bi (cvr) = cvr(R) = 6。 
RR 
因此 ， 
DD, (cvr) = -RT i€R. 
若 和 生 尺 ， 由 引 理 1， 
中 ， (cvr) = CUR (2) 一 0 . 看 
引 理 5. 合作 ”人 对 策 T= 王 [7 ,四 的 特征 函数 "可 以 表 为 vx 
的 线性 组 合 ， 
v= 2 Nevr, (4.132) 
REI 
其 中 诸 系数 Xe 由 下 列 公 式 确定 ， 
和 Xe = 》， (CD v(7). (4.133) 


证 明 . 将 (4.133) 代入 (4.132) ， 对 于 每 一 个 SS7: 


|RI 一 12 
v= {TD veT) on C4.134) 


RE “TER 


在 上 式 中 ， 只 有 当 及 ES 时 va (S) 才 不 为 0. 并 且 当 R55 时 
由 (4.130) 有 ywg(S) =1. 所 以 
"(S) = 工 | 二 (-D v7]. 


交换 求 和 的 次 序 ， 上 式 化 为 


FRI 一 | 了 
v(S)= 2,2,(-1) v(7') 


TES RCS 
RT 
151 IRI~IT| IS| - 上 
三 一 工 . 
工 | (- 了 T ( | bn, 


TES IRI w= (TI 
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计 t 一 人 人 号 
其 中 (| )= CIR i 是 组 合 的 记号 ,上 式 中 的 方略 
除 | = SI 外 均 为 0, II = 人 SI 时 方 揪 号 的 值 为 1， 

un(S) =u(SJ)+ 开 (Do =uGS) E 
rs 


这 就 证 明了 当 SS7 时 (4.134) 成 立 . 
现在 来 计算 Bj (wv) .由 (4.132) ， 


了 1 一 2 入 DR 
RCI 


将 上 式 分 为 两 项 ， 
JY 二 》 ， 入 RYR 一 2, (— Mr) ve, 
RCr RCT 
i RD 1p<® 


利用 公理 3， 由 上 式 可 以 得 到 
D7 = 》, 中 (Antpg) 一 》) Di((~Me) ve). 


RCT RCL 
RD 2 R<9 


由 (4.131)〉, 当 1 和 让 RH 时 加, (cvr) =0， 所 以 上 式 又 可 化 为 
BD)= + 


teRCt IR| eRc!l 茵 ， 


pO Ap<0 


中 ， (v) 三 5 人 


RC! [RT 


R31 


将 (4.133) 代入 (4.135) ， 得 到 


(4.135} 


民 | 一 1S1 


PD, (2) = 二 - 寺 y (1) v(S) 


RCI 5C 
Ek31t 


= 人 并- TD je 


SCI|ROs 
Rpt 
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@, (9) = 号 可 走 计 -(~ -1D pe 
st 
:习习 RD pp. : (4.136) 
ss - 
但 
IRI — 1s1 
二 -而 (—-1) 
-~ 1 {Ri~Isif 2 一 IS| 
= 一 一 一 (一 
IRL= 1s1 |R| IR| ~ |S| 
_ (2% 一 S91 IS| -1)1 (4 137) 
在 (4.136) 最 末 一 项 中 将 SUz 记 为 9"， 则 S=S 八 ji， 该 项 化 
为 
1 |RI 一 13 /| -1 
,2 乞 ， |RI (—1) v(S 八 2) 
si 
) [—is$! 
-站 i SN) 
i 
= 一 》， 而 一 1)IRrlsio(S\2) ， (4.138) 
Cr RAS 
| 


将 (4.137) 和 (4.138) 代 回 (4.136) ， 即 得 


@,(o) = DIS DL [cs) -oCSND|. 


st 


1! 


. (4.139) 


入 = 1,…,%, 得 到 对 策 v 的 Shapley 值 
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BDV) = (BV) ,中 (7) )， | 
定理 4.12. 设 T 硅 [T,wv] 是 合作 %w 人 对 策 .存在 唯一 的 一 组 
Shapley 值 


@iD) = 47 DTS -DL [us) -vy(SNO) 


Sa8 m1 
=],.…,. . (4.139) 


证 明 . 应 当 验 证 ， (4.139) 式 中 的 下 满足 定义 2 中 的 三 条 
公理 ， 

( 1) 对 称 性 公理 . 

设 XTENX(T), vl(XTS) =vlS)， 则 tSIl = 1S| .由 (4.139) 存 


Dr (vw) 


= EDI Dl ,rs) -vcr (SN) 


SC 2 1 
(4 Is)ICSL -D1 
- 工 一 人 2%) v(S\N) | 


= 中 :2) 。 


《2 ) 有 效 性 公理 . 
若 ? 不 属于 每 个 支柱 ， 则 它 也 不 属于 最 小 的 支柱 〈 即 一 切 支 
柱 的 交集 ) ， 因 而 对 于 每 一 个 SET，S31， 有 
vy(S) ~u(CSNNZ) =uG) 。 
代入 〈4.139) 式 ， 得 到 


BD =00) TE- DI DL. 
SCT 71 
sf 


将 上 式 右边 和 式 中 含 同样 数目 局 中 人 的 那些 合并 在 一 起 .全 
如 ， 含 个 局 中 人 并 且 其 中 包含 i 的 S。 这 种 S 共 有 (*-， 
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个 .因此 ， 
Ds (Vv) = v (7) y >» 


Rl 151 = 
4 一 
DT 《4 一 te -DL ) 
&= 1 


-ydG) TL pl (4.140) 
A 7 | 


《2 ISD 1! (lS -Dr 


nl 


下面 再 证 明 
> BD (v) = v1). 
tel 


由 (4.139)， 
2 ， (v) 
ferf 


= DIS -Dc -SN ct 
d=1 : 


s31 n! 


我 们 来 考虑 一 个 固定 的 联盟 RGT. 在 上 面 这 个 双重 和 式 中 ， 方 括 
号 里 被 减 式 出 现 v(R) 共 计 | 有 次， 因而 整个 和 式 中 对 应 于 这些 
v(R) 的 系数 之 和 是 


IR| —%— IRDICR -D! (mn- IRD)! RIL 
1%1 32 

(4.142) 

上 式 对 于 一 切 RET 成 立 , 当 R=J 时 ， 上 式 等 于 1. 这 就 是 说 ， 


方 括号 被 减 式 中 (7T) 的 系数 为 工 . 
方 括号 里 第 二 项 "(S 和 人 有 2- |R| 次 等 于 v(R) .这 是 因为 ， 


i 可 以 是 INR 中 的 任何 一 个 元 素 .因此 ， 整 个 和 式 中 对 应 于 这 些 
.vy(R) 的 系数 之 和 是 


| a 
- (nn— IR|) [fn— (IR| 人 +1~-111 
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__(n- IRI)!IAI) (4 143) 


1 。 
于 式 对 于 一 切 |RI 去 n 即 一 切 RT 成 立 . 当 RR=IT 时 ,上 式 等 于 
综合 以 上 分 析 ，(〈4.141) 式 右 边 只 镜 下 一 项 ， 即 vU),， 其 
系数 为 1 ， 其 余 的 都 正 负 相抵 消 了 ,因此 ， 


> Bly) =v(7). (4.144) 


tel 


今 设 六 是 对 策 v 的 一 个 支柱 ， 则 由 定义 (4.129) ， 有 
v(1)=v(IT (IN) + 2, v2), 


人 


即 
v1) =v(N) + > DC)， 


EN 
由 (4.144) ， 
: v1) = 9) Di (vy)s 


ter 
又 由 (4.140) ， 


2 v(2) = > 中， (2) 。 


aEeEN iEéEN 
所 以 
ysN)= DDB- B= DL PV). 
teér dEN fen - 
这 就 证 明了 理 满足 有 效 性 公理 . 
(3 ) 聚合 律 . 


是" 的 线性 函数 ， 因 此 ， 瑟 满足 公理 3 . 
Shapley 值 是 满足 三 条 公理 的 唯一 的 一 组 值 ， 这 一 事实 可 从 
公式 的 推导 过 程 直接 看 出 来 . 本 
例 13。 4.10 证 例 10 中 的 合作 三 人 对 策 > 的 值 是 
v(2)= 0, =1,2,3, 
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v(12) = 坟 -， v(13) = 二 y(23) = 号， 


v(123) =1., 
我 们 在 4.9 节 和 4.10 节 中 已 经 算出 ， 对 策 的 最 小 核心 是 ， 
_rm ii -1 9 了 7 
人 SS 
对 策 的 预 核 入 * 和 核 玉 是 最 小 核心 的 中 点 : 
*_p={ i 13 3. 
人 =K= (二 ,到 ,站 让， 
它 世 是 对 策 的 核 仁 . 
这 个 对 策 的 Shapley 值 是 
_(5 17 14 
P= \36’ 36 36 
例 14. 对 策 论文 献 中 常常 引用 的 一 个 例子 是 所 谓 “ 投 票 
对 策 ” .五 个 局 中 人 ， 局 中 人 1 拥有 三 张 投票 权 ， 其 余 的 局 中 人 
2,3,4,5 各 有 一 张 投 票 权 .自由 结 成 联盟 后 ， 总 票数 过 半 即 可 获 
胜 


如 果 把 这 个 合作 对 策 用 〈0,1)》 规范 化 特征 函数 " 表示 出 来 ， 
就 是 


v (CG) = 0， 
v12) = v5(13) =9(14) =v(190) =1,， 
v(123) =v(124) =v(125) . 
=v(134) = v2(135) =»v(145) =1, 
v(1234) =»v(1235) = v(1245) 
=9(1345) =v(2345) =1,， 
v(12345) = 1, 
v(S) =0， 对 于 其 他 的 9。 
容易 算出 ，Shapley 值 是 : 


- ®162.。 


-{(6 1 1 1 1 
Dv) (§, 10” 10 10° 110 


这 个 对 策 关 于 全 体 局 中 人 的 大 联盟 的 核 尼 和 核 仁 N 是 


=N= (9 地， 二， 汪汪) 
K=N=- (3 二, 二, 汪汪) 


° 163 。 


一 一 一 一 一 -一 一 一 一 
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